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第 1 章群论的构造 


本章展开在 [BA II 第4章中引人的群的概念.首先指出的是，我们这里注重的 
不是抽象群,那是属于许多专业课程的事，而是用于了解各种自然的群的“作用”.正 
是各种具体的群的实现推动了一般群论的发展，并树立了它为有益的数学研究工具 
的声望.以一些个别的（但也是重要的）例子为背景研究群同态（群的满同态、群的 
同构）以及群论构造的想法变得更加迫切.这使我们能够将复杂的研究对象变得更 
简单. ‘ 


§1小维数的典型群 


1. 一般概念线性代数和几何教程给我们提供了新的群的范例，这些范例值得 
较详细的谈谈.在仿射空间、欧几里得空间、埃尔米特空间和辛空间中保留一个固 
定点（譬如，坐标原点）不变的变换群中分离出一些子群，由此产生了那些称之为典 
型群的 GL ( n )， SL ( n )，0( n ), SO ( n )， U ( n ), SU ( n )， Sp ( n ). 我们指出，它们在李群中真正 
的地位已在 [BA Ilj 中提到，同时将要在第2章简要的论述.我们并不打算全面地描 
写典型群的性质，那是其它书的任务.在 n 不大的情况下，我们称典型群是小维的. 
对于群 GL ( n )， SL ( n )， 我们在前面已经遇到过（见 [BA Ij ). 为了回避对几何的较大依 
赖性，人们在空间中选择了标准正交基，并由此产生了正交群和酉群的矩阵形式的 
等价定义： 


0( n ) = {Ae A / n ( I»)|M A = A- l A = E }, 
SO ( n ) = {>1 6 0( n)|dct >1 = 1}, 
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U ( n ) = {Ae M n {C)\A* • A = A-A m = E}, 
SU ( n ) = {Ae U ( n )| det A = l}. 


其中 Y G 为 X = 的转置矩阵并将元素 ay 用其复数共扼巧代替所得的 

矩阵.群 SL ( n ), SO ( n ), SU ( n ) 分别称为特殊（线性、正交、酉）群.特别地， 


0(1) = {土1}， SO ( l ) = 1 := {1}, 


U(l) = {e^|0^^<27r}, 


S 0(2) = 



cosip — suup 
sin^? cos(p 



SU (1) = 1， 

0 ^ < 2 tt 1 ^ U ( l ). 


自然对应 

/cos^-sin^\ 

\sin</? cosip J 

是 S 0(2) 对应到 U ( l ) 的一个同构.因为复数 e —，0 ^ ^ < 2 tt , 的几何表示是 R 2 中 
具有单位半径的圆 S 1 , 所以人们也称群 SO (2) 与圆为拓扑等价.这个术语的真 
正涵义在几何课程中是清楚的. 

群 S 0( 2 ) 与 S 0(3) 之间的明显的联系要小得多.我们来初步地讲一讲群 SU (2) 
的几何变换，它将使我们得到群 S 0(3) 的几何变换. 


. 2 •群 SU (2)， S 0 ⑶的参数化由著名的欧拉定理，三维欧几里得空间 R 3 的正 
常旋转的群 SO (3) 的每个元素是围绕某一固定轴的旋转.臂如说，矩阵 


costp — sin y? 0 

,10 ◦、 

= .simp cosy? 0 

， = I 0 cos 0 - sin 0 

, 0 0 1- 

l 0 sin 6 cos 6 , 


对应的是围绕轴 Oz 和 Or 的角度为 》和0 的两个旋转.利用欧拉角 ^0^(0^ 
< 2 tt ，0 < 0 < 7 T ) 的旋转的参数化（它们的几何意义目前我们暂时不感兴趣)，任 
意矩阵>1 G S 0(3) 可以写为 


A = B^CeB 屮、 


这里是上面⑴中形式的矩阵. 


下面令 




( 2 ) 




因为 p € U (2) g * = 所以 (5 = a , 7 = -0. 于是，对于任意夕 € SU (2) 有 

5 =(_;‘)， H 2 + |^| 2 = l . (3) 

反之，如果 p 是形如⑶的矩阵，那么显然 y € SU (2). 因此群 SU (2) 中的每个元被 
满足 0| 2 + |別 2 = 1 的复数对 a , 卢唯一 确定. 如果令 a = ai ^ ia 2 , 0 =汍+淡，其 
中 a k ,0 k e R，i = 只 、那么条件 M 2 + |/?| 2 = 1转化为 

4+4+戽+虑=1， 

于是可以说，群 SU (2) 拓扑等价（同胚）于四维实空间中的球面 S 3 . 

我们将注意力转移到酉矩阵 


btp = 


:宇0 
0 e 一宇 


O —(■)、 

isin G ) cos (0, 


正如线性代数教程所证明的（在所给条件下验证也是直接的)，对于形如 （3) 的 
酉矩阵存在酉矩阵 u 使得 ' 

g = ub ^ u - 1 , (5) 

其中 p 由方程 a ! = cos 所确定.同样指出，对于任意矩阵 （3), 当 M # 0时, 

可以有形式 


咖， K ) = b ^ ceb ^ = 


•( 沪 + 妒 ) .. U 


一 . e~ 2 


cos 


其中 ® 


这只要令 


0 ^ (/? < 2 ? r , O^e <7 T , 一 2tt ^rp <2 n . 


\ q \ = cos -, Arga = 


2 , 


\0\ = sin - 


Arg /3 = 


(f-rp + 


运用这样的 事实： 每个复 数 2 有两个实参数 M 和 arg 2 ( Avgz 是幅角 arg z 的主值). 
现在我们开始解决这一节的主要问题. 

①后面我们将看到， < p 、0、 i } 就是欧 拉角. 酉矩阵对应 R 2 中的同一个旋转，0的变化范围缩 
小为半个区间 [0,2 tt ). 


3. 满同态① SU(2) - S0(3). 让三维欧氏空间 R 3 上的每个具有范数 (x|x) = 
X? + + x \ 的向量 X = 々el + x 2 e 2 + x 3 e 3 对应到一个二阶复矩阵 

队=( X3 x ^ ix A . • ⑺ 

\ Xi - ix 2 一工3 / 

形如⑺的矩阵空间 M 2 + 由所有具有零迹 （巧 x = i/ x ,tr// x = 0) 的埃尔米特矩阵组 
成，而且显然向量 x € R 3 与矩阵 H x € A/ 2 + 之间的对应是一一对应.特别地,基向量 
ei,e 2 ,e 3 € K 3 对应于基矩阵 /ifc = H ek , k = 1,2,3 : 



H x = X\h\ + X2h2 4- X 3 /I 3 , M 2 = (^1i^2,^3)r- 


我们注意到，在基 （8) 上具有矩阵 4 的 M 2 + 上的线性算子4- 1 : ^ // y 将 

对应到在基 ei ，e 2 ， e3 上具有同样矩阵>1的 R 3 上的所确定的线性算子: x ^ y， 
这因为 //„ x = a // x ，// x+x ，= H x + f / x ' 因为在下面将不使用任何其它的基，所以我 
们有时将算子和它们对应的矩阵视为同一的. 

现在令 p 是群 SU(2) 的一个固定的元.来考察映射 

< t >；： H x ^ gH x g ^. (9) 

W 为相似矩阵的迹相等，所以 tr^(// x ) = tr ( H x ) = 0. 此外， p* =^ = 9 -\所以 

(gH x g- l r = (9~ l ) m H ： 9 m = 9H x g- 1 

从而 ^( H x ) € M 2 + : 

K (^)=( V3 . _ 2 )=// y ， 

\2 /i - ^ V 2 一 2/3 / 

其中 y = (yi,2/2,y 3 )€R 3 . 由等式⑺和⑼的定义可见 

^■(比X + W) = a$；(i/ x ) + 

于是，映射％ (相应地％)是 M 2 + 上（相应地 R 3 上）的线性算子. 

我们来证明: R 3 - R 3 是正交算子.事实上， 

(^s(x)|^(x)) = (y|y) = - det H y = - det ^( H x ) 

=-det gH x g~ l = - det H x = xj + xjxj = ( x | x )， 

①作者在 [ba I ] 第 i 26 页指 出：“ ‘同态’ 一词已有被‘态射，取代的倾向，读者应了解这些术 
语” 一 译者注. 
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即少 g 保持范数不变，而且是纯量积.暂时我们还不知道是否改变空间 R 3 的方 
向，这取决于 det 的符号.我们仅仅知道 det^ y = ± l . 由定义， 

(^^ x ) = g ( g ， H x g ， -= ^( i / x ), 

而且对于 E = ( 二?) e SU (2)， 是3阶单位正交矩阵_于是，对应 

^ ： g*-*^g (或企 + : P H O 

是 SU ⑺到 0( 3 ) 内的 同态. 其核由满足％ =少去的酉矩阵 P 组成.换句话说， 

Ker $ = {gQ SU (2)| 夕// = Hg^H e A / 2 +} 

= {夕 € S \](2 )\ghj = hjgj = 1,2,3}, 

其中 h u h 2 ， h 3 是空间 M 2 + 的基 （8). 直接验证知 

9 = ' 9hj = hj9 ' 

=> g = 土 E Ker $ = { 土 £}. 

现在我们来看酉矩阵在同态 <!> 下的像.计算<!>+在基 （8) 上的 表示： 

b^hib^ 1 = (cos(/?)/ii 4- (sin</?)/i 2 , 
btph^b; 1 = (— simp)hi -f- (cos<^)/i 2 , 
f >< ph 3 b ; 1 = h 3 . 

于是（这里我们自由地由少 + 过渡到少且由矩阵过渡到算子)，= Sp (见 （1)) 是 
三维欧氏空间 R 3 绕轴 Oz 3 ( 或/1 3 )的转角为 p 的旋转. 如果选择 p 和 tx 满足关系 
(5)，那么由于少是同态，我们有 

^9 = ^ u ^ b ^ u \ dct = det $ u - 1 - (det W 1 = 1. 

这表明，实际上少是 SU ( 2 ) 到 SO (3) 内的一个同态.类似的方法可以验证，<1^ 
是绕轴 Oa 转角为0的一个 旋转. 现在对于任意矩阵 A e SO (3) 有 

A = B ^> C e B ^ =屯 kUb * = ^ c 9 b ^ = 

于是，像 Im < l > 包含整个群 S 0(3), 即我们证得了 

定理1 在同态$ :^ %下，群 S 0(3) 是群 SU (2) 的同态像，其核 Ker <^ = 
{±£；}. S 0(3) 中每个元素恰好与 SU (2) 中的两个酉算子 g 和一 g 相对应. 
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4.群 SO (3) 的几何表示由定理1可以直接得到 
推论群 SO (3) 拓扑等价（同胚）于三维射影实空间 RF 3 . 


事实上，我们在第2目已经看到， SU (2) 的元素与四维实空间 R 4 中球面 S 3 上 
的点有一一对应.线性算子土分 e SU (2) 对应于 S 3 上的径对映点，它们在同态$下 
粘合（看作一样的).于是得到了射影空间 RP 3 的一个模型. □ 

在线性代数和几何教程中（见 [BA II ]，第5章 §3), 射影空间 RP ” 被定义为经 
过坐标原点 O 的空间中的直线的集合.每个这样的直线恰好贯穿中心在原点 
的单位球，交于两个径对映点.直线通过这些点的一个表达式被唯一地复原.这就是 
说，空间 RP 1 可以定义为中单位球关于球面 S " 的径对映点的等价关系的商 
空间 . RIT 上的拓扑表述目前不列入我们的研究. 

我们得到了相当意外的 结果. 在球面沪上和在射影空间 RF 上建立了群的结 
构 •• 在第一种情况下是 SU (2)， 在第二种情况下，是 SO (3) .在 S 2 上或在 RP 2 上构造 
连续群的任何尝试都以失败告终（该结果与我们的主题无关). 

根据定理1及其推论， S 0(3) 是群 SU (2) 的二分之 一. 由于存在 SU (2) - S 0(3) 
的满 M 态，然地产生是否存在 SO (3) — SU (2) 的同态的问题.在第3章我们将看 
到这个问题的冋答是否定的. 

5. 四元数如果在 R 4 上我们来理解特殊四维实空间，它附有体的结构—— 
结合的，哪怕是在 R 上带 有除法 （所有非零元可逆）的非交换代数，那么 SU (2) 就 
变得史加直观.我们现在所要说的著名的四元数代数，是由哈密尔顿 （ W . Hamilton , 
1 S 05 •-1祕5)于 I 848 年创立的，为了表示对他的尊敬，我们用符号 M 表示它.按照 
习惯，对于它的基元素用符号1 (单位元 )， i (虚数单位), j 和 k 表示.闵为在 M 中满 
足分配律，所以乘法规则完全由下而‘‘乘法表”所 确定： 



从该表可以立即看出， H 是一个结合的（但非交换的）代数，其中心 Z ( M ) = R ，且1 
是它的单位元.代数 M 的每个元可以唯 一地表 示为下列形式 

q = a + /3 i + 7 j + := + /3 i + 7j + 厶 k ( 10 ) 


其中为实系数，于是 


H = R 1 + Ri -f Rj Rk . 
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顺便指出， M 中的乘法是复数域 C 上乘法的直接延拓，因为复数域恰好由那样 
的四元素 a + /? i 组成 （1 为实数，而 i = V ^ l ). 实际上， Hi 可以看作为复数域 C 上 
的二维代数.事实上，对于 C ， q ， q ' € 我们有 

c(q + q ') = cq + cq ’， （c + c 7 )q = cq + c ' q ， cc ’( q ) = c ( c ' q ) = c ’( cq ). 


因为 

_ • • _ 

al + /3i + 7 j + (Sk = (a 十 十 （7 + 

所以 dimcM = 2. 

我们将在下面看到与 C 的类比.四元数 

q* = a — /?i — 7 j — 


称为 q 的 共轭四元数， 这类似于复数的共轭复数.如果 q 是“纯四元数”，即 a = 0, 
那么 q * = - q . 通过上面的表算出并简化而得到的值 


：= q • q* = a 2 + /? 2 + 7 2 + S 2 , (11) 

称为四元数 q 的范数.显然，如果 q 一 0,则 N ( q ) ^ 0. 因此，任意非零四元数 可逆： 

’ ― 1 ， -- 1 - (12) 


q = 


qq =丄 = q q . 


于是，集合 IT := M \{0} 是一个群（称 为四元数代数乘法群). 
简单验证可以得到 


(Miqi + M2q2)* = Miql + M2Q2. 
(qiQ2)* = q$ql 
^(qiq2) = A r (qi)A r (q2). 


这表明，映射 q — q * 是代数 M 的一个反自同构（改变因子的次序)，而映射 q — N ( q ) 
是乘法群 IHI •到内的一个同态，其同态核为 

Sp ( l ) := KerN = {q € H | A ^( q ) = 1}. (13) 


群 Sp ( l ) 称为 辛群， 它与线性辛群 Sp (2 n ， 句有直接的关系（线性辛群在 [BA II ] 
中有扼要介绍)，但我们不在这里停顿. 

由（10)， （11) 和 （13) 可以看出，群 Sp ⑴拓扑等价于特殊四维空间 M 中的球面. 
至于 SU (2) 的类似的性质,我们在第2目已经见到.将这种性质联系在一起不难.考 
虑映射 r : M — M 2 ( C )， 它把形如 （10) 的每个四元数 q = c + jc , 对应到复矩阵 


r(q) = 


( a + 砂 7 + W 

y —(7 - W ) a — i /8 




(14) 




显然， 


r(/iiqi + M 2 Q 2 ) = MiF(qi) + M 2 r(q 2 ), 
r ( qiQ2 ) = r ( qi ) r ( q 2 ), 

r(i) = E. 

就一般来说，这是 c 上的一个线性表示，该概念后面将会介绍.顺便回想一下，在 
[BA Ij 第 5 章，最简单的代数变换将复数变为矩阵 e M 2 (R). 

由 （14) 推得 

r(s P (i)) = N 2 + KI 2 = i}= su(2), 

即 r 实现了群 su ( 2 ) 与 s P ⑴的同构.为了寻找 s P ⑴— so ⑶的满同态，我们作 
下列映射.将每个具有单位范数的四元数 q 对应一个映射 知 ： M — H ， 

^ q ( p ) = qpq _1 . (15) 

因为 q - i = q •(见 (12)), 所以 

^ q ( p ^) = qp - qr 1 = ( q -1 )* p * q * = (分 q ( p ))' 

如果 p * = - p 为纯虚数，那么 (^ q ( p ))- = ^ q ( p -) = -^ q ( p ). 于是纯四元数的子空 
间 M - 对于 不变.这样我们得到了线性算子 

仏 q:HT — HT . 

由 （15) 可以直接推得， 、 q2 = W 也就是说，群 Sp ⑴中的元可由三阶矩阵 

“表示，，： 

3 

^ q (xii + X2j 4- X 3 k) = yii + yj + !/3k， ^ a^Xu. 

i/=i 

将三维欧氏空间 R 3 和纯四元数空间看作相同： 

R 3 = { p € H -|| p | 2 := N{p)}. 

从这种长度平方 | p | 2 的定义，有 . 

hMp )| 2 = ^(^ q ( p )) = iV ( q )| p | 2 7 V ( q - 1 ) = | p |2 i 

因为由条件 N(q) = 1. 于是 ，认 1 是一个保持长度的线性算子，且有同态 於： Sp(l) - 
0(3). 值得再次指出 ， ^ = S 只有当 q = 士 1 时成立，因此 Ken /； = {±1}. 
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现在回想一下 Sp ⑴〜 S 3 . 因为任意点 q €5 3 可以用光滑曲线 r ⑷使之与点 
1连接起来，所以 ^ r ( e ) 是连接％与恒等算子％的曲线.行列式 det 是关于参数 t 
的算子的连续函数，且由于 det % = 1，所以 det ^ r(0 = l . 特别地， det^ q = l . 于是 
^sp(i) C S0(3). 

下面只需验证屯是一个满射.为此我们让我们熟悉的矩阵 （1) 作为像. 
q = cos ^ l + sin ^ i => 0 q ( i ) = i ，即 R 3 中轴 i 在这个变换下是不变的.因为 


4q(j) (cos ^1 + sin ^i) j (cos ■：! — sin 塞 i) = cosflj + sin Ok , 
V » q ( k ) = — sin 6 } + cos 0 k . 


所以仏具有矩阵类似地，如果 q = cos |l + sin 那么也 1 具有绕 k 轴旋转 

的矩阵 

于是，下列定理正确. 

定理 r 映射* (相应地屮 r - 1 ) 是群 Sp ⑴（相应地 SU ( 2 )) 到群 S 0 ( 3 ) 的同 
态，其同态核为{士 1 }(相应地{土五}). 


习题 

1- 利用群 SU (2) 的几何描述，证明 

(0,1,0,0)*(0, 0,1， 0) = (0,0,0, 1) / (0,0,1， 0) * (0, 1,0,0) 

( S 3 上点的乘 积). 而当点（0，1,0,0),(0,0,1,0)看作 RP 3 上的点时，相乘可交换. 
2. 证明，如果西矩阵 



关于 t 求导数并随后令 i = 0,那么得到的矩阵 

= l o) =l 2 hl ' = o) = ^ Ka= l(o -l) = t 2 h3 

是迹为 0 的反埃尔米特矩阵空间 （/r = - K t tTK = 0 ) M 2 - 的基. 

3. 四元数的单位 i ， j , k 在 Sp ( l ) 中生成一个有趣的子群——阶为8的四元数群 Q 8 , 该群在 
各种问题中扮演着引人注目的角色.试问矩阵 

士 ⑶， o 0 (°“) 

与四元数群 q 8 有什么关系？ 
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4. 能否在 R 上构造一个具有除法的三维结合代数次它包含 C 作为子代数？ 

5. 很庆幸，正是由于四元数的发现，导致了四元数函数（复变量函数的类似物）学派的建立.显 
然这方面还没有获得大童的成就，但不可否认，四元数与数学物理有着直接的关系.通过在具 
有基 0， j ， k } 的三维泛函空间上引人微分算子 

v=i £ +j |； +k £' 

在某些程度上可以看出这一点.下列关系是正 确的： 

它是数虽 t 的 斜率； 

它是位势理论中的表 达式； 


▽ m +ky=-(||+g+ 砮 ) 


场 


场的敢度 


+i 




场的旋度 


所有这些计算都依靠了四元数代数中的乘法. 


§2子群的陪集 

1. 初等性质假设 G 、 G .、 是两个任意群，它们分别具有单位元 e ,， 由定义，一 
个同态 f:G — G ，， 以及由我们在 [BA I , BA II ]中的大 fi 的例子所见到的, Ker /为 
G 的一个子群，而且 x(Ker /) = ( Ker /) x , Vx € G . 

定义 群 G 的一个子群 A ： 称为在 G 中正规的，如果 

xKx ^ 1 = K y Vx € G . 

于是，同态 核总是 G 的一个正规 子群. 这个事实的重要性稍后我们进行适当 
的 评价. 我们指出，并不是任意子群都在 G 中正规.例如，在为中，循环子群 
((123)) = >» 3 正规，但 .((12)) = { e , (12)} 不 正规. 

我们现在将疰意力转到这样的情形，群 G 中元素集合 

aKerf = [ ab\b 6 Ker /}, a € G , 

I 

映射到 G ' 中唯一的元 / ⑷： f ( ab ) = f ( a ) f ( b ) = f ( a ) e f = f ( a ). 同样，如果 /⑷ = 
/( a )， 那么 f ( a ^ g ) = = f ( a )^ f ( g ) = e \ 由此得到 a^g = 6 € Ker /, ^ 
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而分= M € aKerf. 这表明，形如 aKer f 的子集构成 G 的一个分类.这种分类一般 
情况下不依赖于同态. 

定义设 W 是群 G 的一个子群. 子集 gff = { gh\g A G 中的一个固定元， / i 跑 
遍#的所有元 } 称为群 G 关于子群//的一个左 陪集. 元煮 g 称为陪集 g / f 的一 
个代表元. 

类似地，我们可以定义右 陪集. 有时我们的左陪集也被称为右陪集，而右陪集称 
为左陪集，关键是要遵循某一 习惯. 如果// = Ker/ 为同态核， 那么 g/f = Hg , 因为 
i/ 是 G 的正规 子群. 我们指出，子群// = He = e/f 本身就是一个陪集.其它任何 
陪集都不是 子群. 事实上， 如果# 是子群，则 e e 从而 e = gh、g = A- 1 , 于是 
gH = h^ l H = H. 

定理 1 群 G 关于子群 i / 的两个左陪集要么相等要么没有公共元 . G 失于 H 
的左陪集分解决定了群 G 的元素之间的一个等价关系. 

证明 假如陪集 仍 /f 和仍 W 有公共元 a = 仍 /li = g 2^2 - 那么 P2 = Pi/li/lJ 1 , 
从而 P 2 孖类的任意元 仍 / i 有形式 gih^h = 9l h\ 这里 Y = hxh^h € H. 于是 
92HC giH. 类似地，仍 H 的任意元含于 g 2 H, 因此仍= g 2 H. 

因为任意给定一个元 geG， 有 gegH 、 所以上述论断表明 G 可以分解为子群 
H 的两两不相交的左陪集 的并： 


G = \ J 9 i H . 

i 

按照在 [BA I]第1章§ 6 中所述的一般原理，这个分解在 G 上诱导一个等价关系， 
其定义形 式为： 


a 〜6 <=> a~ 1 b € H. 


这个关系的自反性、对称性和传递性可以直接 验证： a 〜 a， 因为 a-'a = eG //;a- 
b •<==> a~ x b = h <=> b~ l a = h~ l € H <==» b 〜 a; a 〜 b, b 〜 c => 6 一 1 a = hi,c 一 1 b = 
h2 => c^ l a = c~ x bh\ = /12/11 G H ==> a 〜 c. □ 

对于右陪集有类似的命题. 

对置换群可利用自然方式产生陪集分解.譬如，令 G = Sn 为作用在集合 f 2 = 
{ I , 2 ，-. ， n } 上的对称群.如果我们将满足 7 T ( n ) = n 的 S n 中的元素 tt 的全体记为 
//，则不难验证//是 S n 的一个子群,并可将它看作与相同.令％ = e，n = ( i , n ) 
为 n 与卟 = l ,2,..., n - l ) 的对换.则显然 

n— 1 

•Sfj = U T kS n ~.\. 
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我们看 s 3 关于子群 ((12)) = 5 2 的左陪集和右陪集分解: 


= {e, (12)} U {(13), (123)} U {(23), (132)}, 

S 3 = {e, (12)} U {(13) ， (132)} U {(23), (123)}. 

我们看到，左陪集的集合不等于右陪集的集合，然而在集合和 
{ Hg 1 } 之间总有一个一一对应，且 


x = gh e gH a : 一 1 


= / i " V 1 € Hg ' 1 . 


事实上，如果，例如， h \ g ^ 1 = / 12PJ 1 , 那么仍= g 2 h ; l hu 从而 g\H = 于 
是，如果是左陪集（相应地右陪集）的代表元之集，那么 { n ' y ' 
厂 V..} 就是右陪集（相应地左陪集）的代表元之集.于是这两个集合的势相等 .口 
群 G 关于子群 H 的所有左陪集的集合我们用 G / H 表示（如果同时出现右陪 
集的集合 ( G / H ) ri 则左陪集可用 ( G / H ) t 表示，以示区分).对于这个集合 G / i / 的 
势 CardG / H ， 称为“子集 H 在 G 中的指数”，并利用专门的符号 （G : 7/) 表示, 
它与群 G 的阶 | G | 的表示 （G : e ) 相一致 ， （(G : e ) 为 G 关于单位子群的陪集个 
数). 因为映射 H — gH 为彼此单值对应（参见凯莱定理的证明及其映射 心)， 所以 
Cardiff = (//:e). 因此我们得到公式 


(G : e ) = (G : H)(H : e ). 


由此得到下列经典的 


定理 2 (拉 格朗日 ( Lagrange )) 有限群 G 的阶被它的每个子群的阶整除. 


推论群的任一元的阶整除群 的阶. 素数 p 阶群总为循环群且精确到同构是唯 
一的. 

事 实上，任意元 g ^ G 的阶等于由它生成的循环子群&〉的阶 ({BA IJ , 第 4章 
§2定理 2). 其次，如果 | G | = p 为一个 素数， 而//为 G 的非单位子群，则 p | |//|，于 
是 | W | = p ，从而// = G •可见 G 等于由它的任意非单位元 P 生成的循环子群.所有 
相同阶的循环群互相同构 ([BA Ij , 第4 章 §2定理 3), 这回答了唯一性的 问题. □ 

由拉格朗日定理产生了一个‘诱 惑”： 对于群 G 的阶为 n 的每个因子 m , 去寻 
找 G 中的 m 阶 子群. 但这方面总的讲没有基本原理.愿意者可以去检验（留作练 
习)，在阶为12的交错群 Ai 中没有6阶子群.然而，正如我们现在所看到的，在某 
些群中“拉格朗日定理的逆”是正确的. 

2- 循环群的结构由 [BA I ]中我们已经知道，所有同阶的循环群是同构的，而 
在任意群中元素的阶等于由该元素生成的循环子群的阶.实际上有下面的 
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定理3循环群的任一子群还是一个循环群.无限循环群 （ Z ，+) 的子群只限于 
(无限）子群 （ mZ , +),m e N , 而阶为 g 的循环群的子群与数 g 的因子 d —一对应. 

证明我们不妨换个方式来看运算为加法的任意循环群4 = 0〉.该群的每个元 
素有形式 fca ， 这里 A : € Z 或 A : = 0,1， • • • ， g - 1，如果>1是 g 阶有限群. 令 B 为 A 
的非零子群，如果 kaeB 对于某个 A : # 0,则 -fca € S . 在所有带有正数 fc 的元素 
kaeB 中选择一个元素 ma , 其 m 为最小数. 

对任意 A : > 0,设 A : = Zm + r , 0彡 r < m , 由 fca e B ， 我们有 ra = ka — l(ma) € B, 
于是 r = 0. 这表明 B == (ma) 为循环群. 

所有无限循环群同构于 （ Z ,+). 于是由上面讨论知 ( Z ,+) 的任意子群可以由一 
个自然数 m 所确定且有形式 

mZ = 《m • 1》={0, 土 m , 士 2 m ，•••}. 

显然它的所有子群是无限群 .O 

现在令 〈 a 》 = {0,a, •• - ,(q — l)a},^a = 0. 我们知道 ， B = {0 ， ma ， 2ma, … }, 
这里 m € M , 且⑽ € s = mt . 我们证明 m 整除事实上，令 

q = dm + r ， 0 彡 r < m. 贝 lj 

0 = qa = d ( ma ) + ra , 

由此得到 ra = - d ( ma ) € S .由 m 的极小性推得 r = 0. 于是 = dm . 因而 

B = {0, ma , 2ma, ••• , (d - l ) ma } = mA. 

它是 >1 的阶为 d 的子群•当 m mm 数 q 的所有正因子，那么 d 也一样，我们得到每 
个 d 阶子群,这里 d 整除 □ 

推论 在阶为 （ 7 的循环群 < a 》 中，阶为 d 的子群（这里 rf | g ) 等于这样一些元素 
be (a) 的集合，它满足 dfc = 0. 

证明如果 dm = g ， 那么 b e B = mA ， 从而 db = 0. 反之，假设 b = la € ( a ) 满 
足 d 6 = 0 .则由 dZa = 0 推得 dl = gk = dmk , 于是 / = mfc 且 6 = Za = A : ( ma ) € mA . 

□ 

习题 

1. 证明：在任一群中，指数为2的子群一定是正规的. 

2. 利用习题1试证，就同构而言 ，灸 是唯一的6阶非交换群. 

①这是指非平凡子群——译者注. 
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§3群在集合上的作用 

1. G —5(12) 的同态在 [BA I )第4章，我们通过变换群，即群 S ( f 2) 的子群 
开始介绍群的理论,这里 5(0) 为集合 n 到自身上的所有一一映射构成的群.这种 
方法符合群论发展的历史，而且与变换群在其它数学领域的重要性相应.所谓抽象群 
论是更晚期的产物 （20 世纪上半叶)，早已远离了变换群，但它的许多概念仍带有旧 
时的印迹.也就是说,这些概念的来源经常建立在给定群 G 到 5(0) 的实现的思想 
基础上,这里 n 是以适当方式选定的某一集合.利用任一同态 巾 ： G — 5(0) 使 G 到 
• S ( n ) 中.如果％是 S ( f 2) 中对应于元素 geG 的一个变换，则 h = en 是 Q — n 
的恒等变换，且少的 = ^> g o < i > hy g , heG .^ xeQ 在变换 A 下的像 ^ 9 ( x ) 常常用一 
个符号仰表示，这也可以说成是笛卡儿积 G x n 到 fi 的一个映射 （ p ，: r ) ^糾.为 
了不与 G 中的乘法造成混乱，更规范地可以写成 goa : 或 p *2：, 但一般地，这没有必 
要.我们将上面变换的性质写成下列 形式： 

i ) ex = x y x e 

ii ) ( gh)x = g ( hx )， g ， heG . 

每当笛卡儿积 G x 到 Q 的映射 ( g ， x ) — gx 满足性质 i ) 和 ii ) 时，我们就称 
群 G (从左）作用在集合 n 上，而称 n 是一个 G - 集.另一方面，如果有 G - 集我 
们借助于公式 


^g(x) = gx, X G fi 

对每个 geG , 定义一个映射 n — n ， 且由 i ), ii ) 有 $ : H %将得到一个 G 
到 5( f 2) 内的一个 同态. 我们也称（特别是当< oo ) 群 G 在 f ) 上的作用对应群 
到置换群的一个表示 ($山)，核 Ker 4> 称为群作用的核.如果$是一个单一同态 （即: 
如果押= z , Vz € J 7 ，贝 lj 0 = e ), 那么称群 G 忠实地作用在集合 f 2 上. 

注群 G 到12上的每个作用由规则 g ( x \,- - - , Xfc ) = ( gx “ … ， gx / c ) 诱导一个 G 
到 = n X ••• X n 上的作用，此外, 存在 G 到所有子集的集合 P ( Q ) 上的作用（参 
见 [BA I ]，第1章§5习题 4 ).我们规定= 0，而如果 r 是0的非空子集，则 
gT = {gt\t e T}. 性质 i )， ii ) 可直接验证.易见，7和#有相同的势，于是 G 诱导一 
个在相同势的子集上的作用. 

2. 轨道和点的稳定 子群. 两个点 x ) X f eQ 称为关于群 G 在 Q 上的作用是等 
价的，如果存在某一个元 g e G 使得 〆 =供：.该关系的反身性、对称性和传递性很 
容易由性质 i )， ii ) 得到（参见第1 目)， 这表明我们涉及的是真的等价关系，从而把 n 
分成两两不相交的等价类.这种等价类通常称为 G - 轨道. 包含元素的轨道 
自然地记为 G ( xo ), 于是 G(x 0 ) = { 9 xo\g € G}. 但是，也利用其它符号，以强调 G 在 
n 上的这样或那样的作用特征.轨道的概念来自于几何.例如，如果 G = SO (2) 为平 
面上绕原点 O 的旋转群，那么点尸的轨道就是经过点的中心为 O 的圆（圆周). 
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而集合 n = R 2 是所有同心圆的并，这些同心圆包括零半径的圆（即点 o ). 对于我 
们来说，轨道的概念也不是新的.我们在 [BA Ij 第4章关于分解置换 n e S n 为不 
相交循环置换时就已用到轨道的概念.取循环群 〈7 T 〉 作为 G . 

令吻为0中的一个固定点.我们来看集合 

St ( xo ) ={ge G \ gx 0 = x 0 } CG . 

因为 e®0 = 工 0 ,且由 g，he St ( x 0 ) => gh~ l € St ( x 0 ), 所以 St ( x 0 ) 是群 G 的一个子 
群，它称为点 x 0 en 的稳定子群（或中心化子),并常被表示为 G z 。. 我们来看上面的 
群 SO (2) 在 R 2 上的作用，则我们有 SK 0) = S 0(2), 而且如果点 /V O , 则 St ( P ) = e . 
在一般情况下. 

9^0 = 9^0 仁^ V € St ( x 0 ) «=» g f € gSt ( x 0 ). 

可见，群 G 中稳定子群 St ( x 0 ) 的左陪集 gSt ( x 0 ) 与轨道 Gbo ) 的点一一对应.特别 
地， 

CardG ( xo ) = Card ( G / St ( x 0 )) = (G : St ( x 0 )). ( 1 ) 

这里 G / St ( z 0 ) 是 G 关于 St ( x 0 ) 的商群，而 ( G : St ( x 0 )) 是子群 St ( x 0 ) 在 G 中的指 
数.基数 CardG ( xo ) 常称为含点: r 0 的 G - 轨道的长. _ (1) 和拉格朗日定理知 ，有 
限群 G . 的任一轨道长是群 G 阶的因子. 

我们注意另一 情形： 等式右边的点吻也可以用任一点耗 e G ( x 0 ) 来代替.事 

实上 

CardG ( xo ) = CasdG ( x f 0 ) = (G : St ( x ^)). 

关于稳定子群的更有力的断言如下.令外=讲： 0 .则 

St ( xo )^ x 0 = St ( xo)xo = Xq = gx 0y 
从而厂 1 = x 0 , 即 

9 ~ l St ( xQ)g C St ( x 0 ). 

类似地，因为 

St ( x 0 )^' l a：o = St ( x 0 ) ar 0 = x 0 = g - 1 :’。， 

我们有 

^ St ( xo )^ -1 C St ( x ’ 0 ). 

于是，有等式 

St ( x o ) = ^ St ( xo )^ -1 = { ghg^ l \h e St ( x 0 )}. 

在下面将看到的例 1 中，我们把两个子群 H ， H ， QG 称为 共轭的 ，如果 i /' = 
兩’ 对某个 9^ G 成立.我们将上面得到的结果准确地表达为下列定理的形式. 
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定理1设群 G 作用在集合 f 2 上.如果两个点位于同一个轨道，那 
么它们的稳定子群 共轭： 


Xq = gx 0 => St ( xo ) = ^ St ( xo )^ -1 . 

如果 G 还是有限群且 

n = Qi u ^2 u ••• u 

为 n 的以 xi , x 2 , ••- ? x r 为代表元的有限多个轨道的分解，则 

.|fi| = j2(G: St(xO). (2) 

»=i 

公式 （2) 是许多使用“轨道方法”到有限群的基础. 

3. 群作用在集合上的例子我们仅选取一些本身与群论有关的例子. 

例1 (共轭作用）在 n = g 上利用下列公式定义任意元 g e g 的作用 

x ♦ I g ( x ) = gxg~ l f Vx G G . 

当然也可以采用记号 gox ^ gxg -\ 但是我们更喜欢使用在 [BA Ij ， 第4章§2 
第4目中对于 geG 使用过的内自同构记号 /,. 

元索的作用，与 InnG 的作用 相同，称为共轭（或变换).它的核是群 G 的中 

心： 

Z { G ) = {ze G \ I g ( z ) = z^g € G } = {ze G\zg = gz^g € G }. 

元素 o : € G = 的轨道，记为/，称为共轭元素类，或简称为包含 rr 的共轭类.如果 
a 1 bex G ) 那么有时也记为 aSfe . 此时稳定子群 St ( x ) 称为元素: r 的中心化子，并记 
为 C ⑷（或 C G ( x ) 若需要标出群 G ). 

共轭作用，按照第1目后面的注，转到群 G 的子集和子群.两个子集 //，r c G 共 
板，如果 T = gHg _ 1 ， 对于某个 geG 成立. 

设//是 G 的一个子群.通常称 

N ( H ) := N g ( H ) := St ( H ) = {ge G \ gHg ^ = H ] 

为子群 H 在 G 中的正规化子.特别地，称// < G (// 为 G 的正规子群)，如果 
N { H ) = G . 该定义与§2第1目的定义一致. 按 照等式 （1), 轨道 // G 的长（即与 if 
互相共轭的子群的个数）等于正规化子 N ( H ) 在 G 中的指数. 

下面假设 G 是一个有限群，为它的共轭元素类，并且它们中前 g 
个共轭元素类只含一个 元素： 


x ? = {^t}, < = 1 ， … ， q(xi = e). 



那么 Z ( G ) = {X!,X 2 ,... ， x 9 }， 而根据⑴和 （2) 有 


(n 


= (G : C G {xi)) i = 1，".， g，g + 1，…， 

r 

| G | = \ Z ( G )\ + ^2 (G •• 。咖)). (2') 

i = g+l 

令 G = S 3 , 则 r = 3 ，g = 1 ( 即 Z ( S 3 ) = e ) 且 

5 3 = { e}U {(12)，(13)，(23)} U {(123)，(132)} 

为 S 3 的共轭元素类分解.正如 （1') 所描述的，这些类的长（轨道长）整除 | S 3 | = 6. 
由 （2') 立即得到下列有趣的结果. 

定理 2 对任意有限 p - 群 G (其阶 p n > l,p 是一个素数)，它的中心 Z { G ) ^ e . 

证明如果 G 是交换群，则 G = Z ( G ), 于是结论成立.假设 G 非交换，即 r > a 
则当 i >分时 ， （G : C ( Xi )) = 1且由 （2) 有 

p " = | Z ( G )|+ P n ^ 

*=9 +i 

于是显然有 \ Z ( G )\ 被 p 整除. 口 

非交换 p 群的存在性容易验证.我们只要来看有限 p 元域上的三角形矩阵群 



例 2 (平移）我们在证明凯莱定理 ([BA Ij ， 第4章§ 2) 时所用的由公式 L a ( g ) = 
a 9 给出的映射 L a : G G y 通常称为用 a 的左平移.因为 eg = g 且 ( ab)g = a [ bg ) , 
所以左平移给出了 G 到自身上的作用，该作用诱导群 G 在子集合上的作用. 臂如， 
假设//是一个子群， G/H 为左陪集 gH 、 geG 、 的 集合. 

显然，映射 

( x , gH ) k -. x { gH ) = ( xg)H 

定义了一个群 G 在 G / H 上的作用该作用的核 KerL ^ 是集合 

G \ L ^{ gH ) = gH^g € G } = {x € G\xgH = gH , Vg G G ). 

换句话说， a : € KerL H <=^ g~ l xg G H.'ig € G , 或等价地说 2 : € gHg~\Wg € G .因 
此， 

KerL ^ = f ) gHg - 1 
geG 




是包含在 // 中的群 G 的最大正规子群 . G 在 G / H 上作用的忠实性等价于说没有 
子群 K c i / 满足 K # e 且 K 在 G 中正规. 

这种用 Lf 在 G 关于//的陪集上的置换表示 { L h , G / H ) 可用于在 G 中指数 
为 n 的任意子群.这个表示（可能,不精确）比借助于凯莱定理的应用所得到的要方 
便得多. 

例 3 (可迁群）作用在集合 n = {1， 2 , • •. ， n } 上的置换群 GcS n 称为可迁的， 
如果某个（从而任意） 点 f 的轨道 G 等于 a 换句话说, 作用 Gxfi — 在 fi 
上可迁，如果对任意两点 i，j e Q ， 至少存在一个元 g e G 使 g ( i ) = j . 

令 QW 为 n 中有序 fc - 元子集的全体.作用在 n 上的群 G 在 nW 上诱导一个 
作用； 如果它在 nw 上可迁的，则称 g 为 q 上 fc - 可迁.替如，对称群&在 n 上是 
n -可迁的，而交错群 > l n 是 （n - 2) -可迁的. 

任意群 G 在 G 关于 H 的左陪集集合 G / H 上是可迁的（参见例 2). 事实上，如 
果 gi H , gj H 是两个左陪集，那么 9 j 9 ；\ 9 i H ) = gj H . 更奇怪的是，用 直接方 法得到 
的关于给定指数 n 的群的可迁信息（在 /t > 5 B 幻是很困难的.走了很多弯路，直 
到20世纪80年代初才证明了若当 猜想： 所有这样的群只有两个 ：乂和 

我们收集在后面用得着的关于可迁群的所得的一些有趣的结果.设 G 为 n 上 
的可迁群. 点 ien 的稳定子群 st ⑴用符号 G 表示.我们已经知道（参见定理1)， 
如果 i =讲⑴，则= 9iGi9r\i = 1,2,… , n( fll = c ). 此外，元素讲可以选为 G 
关于 Gi 的左陪集的代 表元： 

G = Gj U g \ G \ U •. • u g n G \. (3) 

特别地，由轨道长的一般结果（见第2目）知 101=71^1. 

定理3 设 G 是上的一个可迁群，且对任意 p € G , 令 N ( g ) 为在 9 作用下 
保持不变的中点的个数.那么 

i ) EN ( g )^\ G \ (ffl \ G \ 除等式 i ) 两边，得到“ 平均” 每个元保持一个点不 动)； 

ii ) 如果 G 是 2 -可迁群，那么 E N ( g ) 2 = 2\ G \. 

g£G 

证明 i ) 我们有 

n 

9^0 j=l 

其中 r ( j ) 是保持 j 不变的 c 中元素的个数.换句话说， ro ) = iqi . 但是，由可迁 
性， 


\ G j \ = \ 9 j G l gJ l \ = \ G l l 




这里&取自分解⑶.于是 


§3群在集合上的作用 


n n 

E 刚 = E= El^l = 啊=吼 

g^G j=l j=l 

ii ) 2 -可迁的条件意味着，在集合％ = n \{ i } 上的稳定子群 Gi 为可迁作用，即 
{1} 和 fh 为 Gi -轨道.令 N ，( x ) 为在 X e G 作用下不变的^中点的个数.将 i ) 用 
于 （ Gi ，仏)，有 

E N， ^) = \Gii 

x€Ci 

因为对 x G G u N ( x ) = 1 + N f ( x ) (添加点 1). 所以有 

E ^) = 2|^|. 

x £ G \ 


对于所有其它的 Gj ， 同样有 

E N(x)^2\G j \ = 2\G l \. 

xeGj 

对 J . 取和，我们得到 

n 

5；^ JV ( x ) = 2 n | G !| = 2| G |. 

i=i xec 3 

左边 N(x) 被认为是分别对于包含 z 的每个子群 G , 中的一个元.但 z 仅仅保持 
N(x) 中的点不变，所以左边包含的子集 G , 的个数与 N(x) 的大小一样.于是每个 
x 引起的总项数为 N(x) 2 . 另一方面，任意一个不包含在并 [JGj^yeG, 它变动所 

有元，于是 N(y) = 0. 因此，我们可以写出下列等式 3 

E N ⑷ 2 = E E = 2 i G i- □ 

geG j=i xgGj 

4. 齐次空间对于儿何来说特别有趣的是 n 为拓扑空间（譬如直线 R 或球面 
S 2 )， 而 G 称为连续（或拓扑）群，其作用 ( g ， x)=gx 服从于合理的 要求： 
iii ) f(x) = gx 是两个变量 p 和 o : 的连续函数. 

作用在 D 上并满足前面性质 i )， ii ) 及现在的 iii ) 的群 G 称为空间 n 的运动群. 
在这种情况下，也许作用保留某种 n 上的度量 •空间 Q 称为齐次的，如果 G 作用在 
n 上可迁（见例.3)，即中所有点位于同一个 G - 轨道. 

由 1-2 段的一般观点，显然在齐次空间 n 的点和 G 关于一个稳定子群的陪集 
之间有一一对应，在这种情况下，空间 n 的作用 g £ G 对应一个集合 G / H 上的映 
射 g’H gg’H. 
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我们从新的角度来看我们在 §1 中已熟悉的群 SO(3) .群 SO(3) 可以想象成单位 
半径的二维球面以上的作用.显然,任意一对点 P 、 QeS \ 有某个作用（旋转）将 
P 变到仏即炉是一个具有群 SO(3) 作用的齐次空间.任意点 PeS 2 的稳定子群 
St(P) 保持经过点 P 和球面的中心的整个轴不变.因此 St(P) ^ SO(2) 为垂直于直线 
OP 的平面旋转群.因为群 SO(2) 的元素可以看作与以单位半径为圆周 S 1 的点相 
同，所以群 SO(3) 可以看作为一个大馅饼，它的每一层是用二维球面 SO (3)/ S l « 5 2 
的点编号的一个单位圆.在这种情况下,称之为具有基 S 2 和层 p ~ l ( P ) ^ S \ PeS 2 , 
的分层（投射 p : SO(3) - 5 2 ). 所有这些概念的准确涵义在几何和拓扑学教程中已 
解释清楚了，因此我们不再赘述. 


习题 


1 •设伞和分別为群到 S(Q ) 和 S ( Q f ) 的同态.那么它们所确定的 Q 上和上的作用称 
为等价的，如果存在一个双射 c 7 ： q -* 使下图 


q —— 



Q - - ■■■> 


对所有 g € G 是交换的.于是= a < t > g a -\ 证明，群 G 的每个可迁作用等价于 (7 关于某 
个子群//的左陪集上的作用. 

2. 利用定理2证明，所有阶为 p 2 的群（这里 p 为一个索数）是交换群. 

3. 证明，在例1末尾的群 P 的中心为 


Z(P) = 



找出群 P 的共轭类. 


4•令 n 为一个自然数.我们将它写为和的形式 n = m + n 2 + •.. + n m ，其中 m 彡 n 2 彡…> 


> 1. 所有这样的具有 m = 1， 2 ,…个分解的个数用 p(n) 来表示.于是 p(3) = 3，p(4) = 
5 ,等等.每个置换 7T€5 n 分解为无关的循环置换的乘积（参看 [BA I], 第1章 §8) 的表达 
式 7T = 7n7r 2 • . • 7T m 唯一地确定数 n 的一个分解.证明，解的共轭类与数71的分解有一 


5. 


^——对应. 

设置换 neSn 分解为 r 个长为1的循环置换， S 个长为2的循环 罝换， i 个长为3的循环 
置换，……，的乘积，那么 n = r + 2s + 3« + ••证明，&中包含置换 tt 的共轭类的势可 


以由下列公式 表示: 


|?r s ” = 


n! 


6 . 假设群 G 作用在集合0 上. 子集 r < 称为关于 G 不变的（或 G- 不变的)，如果对所有 
夕€ G 和: r e r，0：r € r 例如，同心环是 so(2) 在 r 2 上作用的不变集. 





§4 商群与同态 
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证明， n 中的任意不变子集是一些轨道的并，而且一个元素 xen 所在的 G- 轨道正好 
是包含元素 a： 的最 小不变子群. 



7. 证明，对于群 G 和它的子群//， 其作用 HxG — G 、( h 、 g ) — hg 、 给出 G 关于//的右陪集 
分解. 

8. 通过变动定理1的证明来得出关系 

r{G ： n)= \d\^ 

g£G 

这里 r(G : n) 为作用在集合 n 上的置换群的轨道数. 

9. (G. R . Goodson, 1999). 与群 G 的中心化子 C ⑷= {x G G\xa = ax} -样，考虑在动力系 
统理论中遇到的反中心 

/) ⑷= {x G G\xa = a _1 x}. 

一般 说来， D(a) 不是群. 

证明： 

1) D(a) 是一个群当且仅当 a 2 = e 且 D(a) = C(a); 

2) 集合 E(a) = C(a) |J D(a) 总是一个群 • 


§4 商群与同态 

这一节，尤其是第2目，具有一定的难度，而且对于它们需要重复数次，以便通 
过具体的例子来掌握数量不多的抽象论断. 

1. 商群的概念群 G 关于正规子群的陪集所确定的 G 上的等价关系具有一个 
极好的性质•即，如果 a , 6是群的仟意元且 a 〜 c、b 〜 d ， 则通过运算有 a- L c = / i x € 
H , b - l d ^ h 2 eH , 于是 

(ab)- l cd = b- l a~ l cd = b- l (a- l c)d = b^h^b^d) = h\h 2 E H. 

由此得到 a 6 〜 cd . 这里用到 H 在 G 中的正规性： b~ l h l b = h[eH. 因此 


a 〜 c，b 〜 d => ab 〜 cd . 
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实际上，这表明群 G 上的乘法运算诱导了商集合 G / 〜上的一个乘法运算，我们将 
该商集合记为 G / H . 

群 G 的任意两个子集洚 S 可以定义它们的合成（关于乘法)，用表示所有 
元素积的集合，其中 a e € R 由群 G 中的结合律推出 

[ AB)C = {{ ab ) c } = { a (6 c )} = A ( BC ), 

而 G 的一个子集//是 G 的一个子群当且仅当 H 2 = H 且= { h-^h EH } CH . 

从陪集角度看， a // 等于一个元素的集合 { a } 与子群 i / 的乘积.两个陪集 aH，bH 
的乘积是集合 a // • 6//，一般讲，它不一定是//的陪集.在§2,我们看到的灸关于 
// = { e ,(12)} 的分解表明 


//.(13)// = (13)//U(23)i/. 

但完全有另一种情况，当//为群 G 的一个正规子群时，由于对所有的 g € G ， 我们 
有 gH = Hg , 所以 


aH - bH = a ( Hb)H = a ( bH)H = abH 2 = abH y 

而且上面得到的论断说明，陪集 aW / 不依赖于陪集 aH、bH 的代表元的选取. 

性质 

aH • bH = abH , 

H • aH = aH • H = aH , 
a -1 // • aH = aH . a~ l H = eH = H 

表明下面定理成立. 

定理 1 如果//是 G 的一个正规子群，那么乘法运算 a //. 6//== a 6// 使商集合 
G / H 成为一个群，我们把它称为群 G 关于正规子群//的商群•陪集//充当 G/H 
的单位元， a - 1 // = { aH )- 1 A aH 的逆元. 

当群 G 为有限群时，商群 G / H 的阶可由下列公式计算： 

\ G / H \ = ^=( G : H ). 

此公式是由上面所论述的以及拉格朗日定理（见 §2) 推得. • 

对于运算写为加法的交换群，二元运算利用下列写法 

(a + U ) + (b + H ) = (a + b ) + fI . 

相应地， G/H 常常称为群 G 模 H 的商群，而对于 G = Z ? i / = mZ 的相应商群 G/H 
一般也说成是“群 Z 模 m 的商群 
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2. 群的同态定理由定理1，对于群 G 的每一个正规子群有那么一个新的群 
G / K , 称之为 G 关于 / C 的商群.于是，由第1节所描写的满同态$ : SU (2) — SO ⑶， 
自然地产生了商群 SU ( 2 )/{± E }, 其像 Ira <^ = S 0(3). 不难证明， SU (2)/{±£；} 2 
S 0(3)， 但为了不要每一次都重新进行这些具体的讨论，我们有必要建立子群的商、 
同态和商群的一般理论.现在用尺< G 表示尺是群 G 的一个正规子群. 

定理 2 (同态基本定理） 设 屮 •• G — H 为群同态，其核 A ： = K er p 那么 K 是 
G 的一个正规子群且 G / K ^ Imp 反之，如果 K < G , 那么存在一个群 H (也就是 
G / K ) 和满同态 tt : G — if , 其核等于 K 

( it 常称为自然映射或自然同态 •） 

证明我们已经知道 ， Ker 现在定义一个映射 

尹： G/K H y Jp { gK ) = ( p ( g ). 

如果仍 A ： = g 2 K 、 那么 g ^ g 2 € K ^( g ^ g 2 ) = e , 于是 p ( Pl ) = ip ( g 2 ). 这表明，映 
射免定义合理（即它不依赖于陪集代表元的选取).因为 訊 gi K • g 2 K ) = Jp ( g l 9 K ) = 
^( 9192 ) = 9(91、屮(92、= ^ p { g \ K ) Jf { g 2 K ), 所以尹是一个 同态. 而实际上尹是一个单同 
态，这因为由 ( p ( g \ K ) =尹(仍 / f ) 推得 ( p ( gi ) = ( p (92、， 从而 ( fi (9 i l 92) = e , 9 ^ l g 2 G AT , 
即仍 = g 2 K . 同样显然 Im ^ = Imip . 

反之，假设 K < G .令 tt 为一个函数，它将 G 的每个元对应到 A ： 的一个陪集， 
即 7 T ⑷ =#• 显然，它满足所有 要求. 口 

应当指出，不同的同态可能有相同的同态核，例如，阶 p > 2的交换群的自同态 
的分^分和自同态 p h 夕- 1 不同，但它们的核相同 （= e ). 

假如有同态 p ： G Gi 和子群 H c G ， 自然地，我们来看在//上的限制川 h 
一定是一个 同态. 下列定理大大简化了所有可能情况的分析. 

定理 3 (第一同构定理） 设 G 是一个群， H 和 K 是它的子群，且尺在 G 中正 
规，那么= / Of 为 G 的包含尺 的 子群且 HHK 是 H 的一个正规子群，而映射 

ip : hK ^ h ( HC \ K ) 


是一个同构映射，即 

HK/K^ H/H D K. 

证明由尺 <] G ， 我们得到# = Kg , Wg e G . 特别地， /i 尺 = A 7 i ， 对于任意的 
heK 成立.集合 HK = { hk\h € H . keK ) 由一些陪集 / 1 A ： 组成： HK = \J hK . 

这里 /iK = A 7 i , 于是我们有 咖 

HK= \J hK= \J Kh = KH. 

he/f heH 
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显然，单位元 e 属于 H ， 也属于 K ， 于是同样属于 HK . 进一步， ( hk)~ l = 
n 1 = h ~\ hkh - l )-\ 因而 ffK 中所有元素的逆仍属于 HK . 此外， HK . HK 二 
H KH K = H*HK K = HK 、 即集合"尺关于乘法封闭.于是我们看到，子集 
HKCG 是群 G 的一个子群. 

因为尺 C //尺且 AT <1 //圮所以我们有商群 HK / K . 令 tt : G — GjK 为 
一个自然满同态，且 7 T 0 ••= 7 r | W 为 7 T 在//上的一个限制.它的像 IlUTTo 由陪集类 
hK ， heH ， 组成，即由所有代表元属于//的 G 关于 A ： 的所有陪集组成.换句话说， 
Im 7 r 0 = HK / K . 于是，我们有满同态 

n 0 •• H — HK / K . 

该同态的核 Kcftto 由所有这样的 hcH 组成： 其满足 n 0 ( h ) = hK = K 为 HK/K 
的单位元.但是 / i/C = A ： w /i € n 于是 Ker ; r 0 = i/n [ 与任意同态核一样, 
// HK 是群//的正规子群（这可以没有困难地直接加以验证). 

由同态基本定理（定理 2 )，对应元 0 : h{H DK )^ 7 T 0 (/ i ) = hK 给出一个同构 
HK / K . 因为？ F 0 是一个——对应，所以 (/?••= % 1 : ZiA ： 一 / i(H n A ：) 同 
样是 HA 7 尺到 H/(H n K ) 的一个同构映射. 口 

既然有第一同构定理，就应该有第二同构定理.它确实存在，但我们宁愿表达为 
它的另一改善了的说法，并用一个特别的名称. 

g 理4 (对应定假设 G 是一个群，//和是它的子群， /C <3 G 且尺 c //. 
那么頁= H/K 是5 = G/K 的一个子群且 7 Th 頁是群 G 中的包含 A ： 的子 
群集合到5的所有子群集合 f 2( G ) 上的一个一一对应.如果 i 7 e n ( G , K) t 
那么而且 

G / H ^ S/H = ( G / K )/( H / K ). 


证明 假设好 € n(G ， AT). 由 G/K 的定义不难验证///凡是 G/K 的一个子 
群.为了验证 7 T * ^亙的单射性，我们来考虑满足 H 2 /K 的两个子群 
H \、 H 2 € Q ( G , K ). 那么 Zii € 好1 => hiK = h ^ K . h^i € H 2 => h x = h 2 k , 但因为 
KQH 2y 所以 /n € // 2 ,从而仏 C // 2 . 类似地可以证明 H 2 C H x . 于是 fh = H 2 . 

现在我们来验证映射 tt _ 是 满射. 假设 w e n ( G ), 而好是 g 中所有那样的元的 
，合： 以它们为代表元^ AT 的陪集为 H . 那么，由 A ： C //和 a ,6 €汉与《欠，6尺€ 
H => o.bK = aKbK eH=>abeH\ 且 a€ff==^aK6H=> a" l K = {aK)~ l E 
H^a- 1 eH. 这就是说， H 为 G 的一个子群，且亙 = H/K (通常人们称//为子 
群亙 C 5在 G 中的原像). 

很显然由// eJl(G y K ) 和实际上，这因为 gKhK. (gK )- 1 = 
ghg - 1 K = h，Kd 对所有 geG^heH 成立. 同样的推理， H<G=^ ghg' 1 K = 
gK • hK • {gK ) -1 = h'K =» ghg~ l G H => H <G. 




最后，当// e n ( G ， iq，H <3 g 时，由上面已证明的，可以看两个自然同态 

tt : G — GjK 、 W:U 一 G/H 

(g ^ 7 f ( p ), 这里豆 = gK eG ) 以及它们的合成 

a = Won : G —* G / H , 

其定义规则为 a ( p ) = $ 互.则我们有 

Kera = {g e G \ a ( g ) = H } = { g e G\g € H ) 

={ p € G\gK = hK , 对于某一个 heH }^ H . 

于是，由同态基本定理，映射研互是群 G / i / 与 G / H 之间的一个同构映射. 

□ 

例 1 设 n = dm 为具有一个因子 d > 1 的自然数.显然 nZ C dZ, 且映射 
dx + nL 是加群的满同态： . 

Z —♦ dZ/nZ = {di 4 - nZ|i = 0 ， 1， … ,m — 1 }， 

其核为 mZ. 由定理 2 有同构 

Zjn := Z/mZ 爸 dZ/nZ 
(这很容易理解).利用定理 4, 有 

Z/dZ^ (Z/nZ)/(dZ/nZ), • 

即么会 Z n / Z m . 

由拉格朗日定理,我们得出 断言： 循环群的所有子群和商群还是循环群. 

这个结果当然可以不用同态定理得出. 

例2在对称群&中选出子群 

Vi = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} < 5 4 , 

S s = {e, (12), (13), (23), (123), (132)} 

(这里 S 3 为点 i = 4 的稳定子群).因为，显然 S 3 nv 4 = e , 所以对于子群 H = S 3 V 4 , 
由定理 3 有 

H / v 3 ^ s 3 /( S 3 nv 4 )^ s 3 . 

特别地， | i /| = | V 4 |.| S 3 | = 2 4 ,于是付=化这表明， S 4 有同 构于馬 的子群和商群. 
由定理4,我们 得到& 的包含 k 4 的子群集合 n ( s 4 t v 4 ) 的 描写： 

Q(5 4 ,V 4 ) = { V 4j <(12))V 4 , <(13))V 4 , <(23)>^4, ^4 = ((123))K 4 ,5 4 }. 



我们将注意力转到这样的情形，对于数24的任一因子 d 、 S 4 至少有一个 d 阶子 
群.特别是它恰有4个阶为3的子群 ((123)), ((124)), ((134)), ((234)) 和3个8阶子 
群 ((12))14, ((13))1^, <(23))14 (它们分别称为&的西罗3-子群和西罗2-子群)•不 
等于&本身的正规子群共有 两个： K 4 和力 4 . 

事实上，如果 K < G 且 KOV 4 ^ e , 那么 K 3 %，这 W 为％中的非单位元在 S 4 
中互相共轭.于是由集合 Q { S 4 i V 4 ) 我们看到 ， K = %或 K =山.而如果= e 
且 K / e , 那么 

K < V 4 < S 4 => KV 4 < S 4 , 

而这只能是 = S 4 , 从而 A ： 主& .但 S 3 包含对换，而所有对换在 S 4 中互相共轭 
且生成 S 4 . 另一方面，它们应该含¥ 得到的矛盾表明， KDV 4 = e 不可能. 

3. 换位子群表达式 


称为群 G 的元素 or ， s / 的换位子，它起着为了交换 a : 和 y 的位置的校正 作用： 

xy = ( x , y ) yx . 

如果: r 和 2 / 可交换，那么 ( x , y ) = e . 直观地看出，群 G 中不等于 e 的换位子 
越多，那么群 G 中乘法离可换就越远.记 M 为 G 的所有换位子的集合，人们称由 
集合 M 生成的子群 G '(=： = ( G , G)) 为群 G 的换位子群（或导出子群）（参见 

[BA I ], 第4章 §2习题 1,2): 

G， = ((^ y )\^ y € G ) := gr ( x , y ). 

虽然 = yxy ^ x - 1 = ( y 、 x ) 仍是一个换位子，但两个换位子的乘积不一定是 
换位子，于是 G ' 由所有可能的乘积形式 

( 工 I ， yi)(a ： 2 ， y2)*"(x/b,2/fc )， x u yi € G 

组成. 

当然，在每个具体的情况下，对换位子群 G ' 希望有更好的描写. 

例 3 假设 G = &• 对于 S n 中任意两个元素 a ， /?的换位子 （ a ， 奶= 

显然是一个偶置换，于是& C 进一步， 

( ij )( ik )( ijr l ( ikr l = ( ij )( ik )( ij )( ik ) = ( ijk ), 


而因为 3 循环（说）生成整个交错群(参见 [BA I 】，第4章§2习题11)，因此我 
们不得不有义=乂„. 
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我们注意，义< &，而商群 5 n /5； 是交换群. 

现在回到一般情况，我们来看看任意群同态 W : G — &因为 

y )) = <p(xyx_ l y - 1 、 = <p(x)(p(y)(p(x)- l <p(y)- 1 , 

所以 ip ( G r ) c ( Gy t 且如果 p 为满同态，则 ip { G ') = ( Gy . 令 k 是群 g 的一个正规 
子群且 ^p = I a ： x^ axa - 1 为群 G 的内自同构，它在 A ： 上诱导一个自同态.由上面 
所说的，对任意 aeG ， 有 I a {K') C K\ 但这意味着 

K <G=^ K f <\G. ( 1 ) 


特别地， C <3 G . 

现在我们证明更一般的结论,它揭示了换位子群概念的内在意义. 

定理 5任意一个子群 K CG 、 如果尺 包含群 G 的换位子群 则 K 在 G 
中 正规. 商群 GIG 是交换的，而 G 含于每个使其商群 G / K 交换的正规子群 K 中 
(特别地，交换商群 G / K 最大阶等于指数 .• G % 

证明如果 x € / C ， 分 € G 且 G ’ C 尺，那么 gxg~ l = ( gxg ~ l x^ l )x = ( g } x)x € 
G f K = K ， 于是 A ： <3 G . 再由条件 G , CK , K < G(^K = G , 时同样适合)，我们有 

(aK y bK) = aK . bK . a^K -b~ l K = a6a -1 6 一 1 K = (a y b)K = K y 


即商群 G / K 的任何两个元的换位子等于单位元 （= X ). 这就是说， G / K 是交换群. 
反之，如果 A ： < G 且商群 G / K 交换，那么 

{a,b)K = (aK,bK) = K, 

对所有的 a , beG . 于是 ( a ,6 )€ ^从而 G ' C 圮这因为 G ' 由所有的换位子生成. 

.. □ 

注我们现在已经知道了任意群 G 有两个重要的正规子群 ：中心 Z(G) 和换位 
子群与它们相联系，一般地讲，一个较弱的但更一般的规 律是： G 离交换群越 
近,那么 Z(G) 越大而 G ' 越小.更有趣的是下列 事实. 

非交换群 G 关于中心 Z(G) 的商群 G/Z(G) 不可能是循环群. 

事实上，如果 G/Z{G) 是循环群，那么 G = U^ZiG), 从而 G 中任意元可以写 

为形式夕 = G Z ( G ). 于是 ( g ， h ) = ( a ^ a >^) =七七- H ( 2 ， 〆 ） = e ， 对于任意两 
个元 g , h € G . 这表明= e ， 从而 (7 是一个交换群，这与假设矛盾. □ 

4. 群的积我们现在来研究利用给定群来构造新的群.在各种个别的现象中， 
我们已经碰到这种结构.设为任意两个群.令 A x S 为所有有序元素对 (a ， b) 
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(不要将它与换位子搞混）的集合，其中 a e 力 ，6 e S ， 在 A x s 上引进二元运算 

(ai,6i)(a 2 ,b2) = (aia 2 ,fei 62 ) - 

则称火 x B 为群 Z 和群 S 的（外） 直积. 严格地说，应当写成（々» * ( a 2 , 6 2 ) = 
(^ 0 ^, 6 ! 062 ), 这里 o , o ,* 分别为洚_ 8 和 Z x S 的二元运算，但是，对所有运算 
的写法,我们只用符号“•”来表示（不过，我们又省略了它).对于写成加法的群, 
例如交换群，自然地，有所谓的直和 AQB . 

在直积 AxB 中包含两个子群4 xe 和 exB , 它们分别同构对应于> 1 和 B (还有 
一个 习惯： 4和 B 的单位元都用一个符号 e 表示).令映射 — SxA ， 其元 
素对应为 c ^(( a , 6 )) = ( 6 , a ), 显然，它是群4 x B 与群 B x >1的同构映射,如果我们有3 
A , B , C , 那么可以有直积 (A x B ) x C 和4 x (S x C ) •令 ^((( a , 6 ), c )) = ( a , ( 6 , c )), 
那么容易验证 

( AxB ) xC ^ Ax ( BxC ). 

直积的交换性和结合性允许我们谈论任意有限多个群 G U G 2 、 …， G n 的直积，并写 
为 

n 

Gi x G2 x • • • x G „ = G “ (2) 

t=i 

这里我们没有用括号标出两两直积的次序（我们正好将所有群的集合变成了一个半 
群，其元素为群). 

定理 6 假设 G 为一个群，它有两个正规子群 4 和 R 如果405 = 6 且 
= G ， 则 G 空乂 x S . 

证明由等式 G = 4 S ， 我们有，对任意元 g £ G 、 可以写为形式 p = a6 , 其 
中 a € >4 ,6 € S . 如果还有夕= a \ b\,ai £ A , b \ E B , 那么 = ai6i => af ] a = 
bib - 1 € An S = e .于是 ai = a ，^ = 6 . 这表明 g = ab 的写法是唯一的.又因为, 
A < G => k = a ( ba ~ l b ~ x ) = aa ; e A;B < G => k = ( afra *" 1 ) 6" 1 = b ’ b - 1 G B ， 所以 
换位子 keADB = e 为单位元，由此得到 a6 = fca . 

我们现在定义一个映射 < p : G — AxB , 其元素对应为对于任意 P = abM 9 ) = 
( a , 6 ). 由上面的讨论， p(gg ’） = ip(aba / b , ) = (p(aa’bb’） = (aa\bb , ) = ( a , 6 )( a / , 6 , ) = 
(^( a6 )^( a , 6 , ) = 9(g) 屮 (g’、. 另外， (p{ab) = ( e , e ) <=^* a = e，6 = e ， 即 Kerip = e •而 p 是 
满射是显然的.因此^满足群同构映射的所有 性质. 口 

满足定理 6 的条件的群 G 称为它的子群 /和 B 的（内）直积.与外直积不同 
之处在于群 G 包含的直因子是而不是与它们同构的 Axe ^ exB . 当然，外直 
积 G = A x S 也是它的子群 >1 x e 和 e x S 的内直积，于是我们可以对它们不加区 
分，并简称为“直积”. 

下列定理给出了有关直积的同态的一些信息. 
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定理 7设 G = Zx 5, 且 <3^1,5! <3万•那么 >liX 召 I <G ^G/iAixBi)^ 
(A/A x ) x (B/Bx). 特别地， G/A ^ B. 

证明令 a : A — A / A u 且: B — B / B v 为两个自然同态.定义映射 — 
( A / A x ) x ( B / BO , 其元素对应为 (^( a , b ) = ( a ⑷, /3( b )). 直接验证知， ^ 是一个同态映 
射，其核 Ker ^ = ^! x B u 而像 Imp = ( A / A x ) x ( B / B ,). □ 

就像向量空间的理论一样，容易证明，如果群 G 有正规子群 G 1? .. , G n , 那么 
G ^ YlGi 的充分必要条件是对于所有 j ， 有 

t 


G = (Gi, ••- ， G „》 且 G) n 〈 Gi ， … ， Gj ， … , G n ) = e 

(在 G : 上加一个“帽子”表示分量 Gj 不出 现). 这本身就说明了下列 性质： 如果 G 
的每个元9能够写成形式 g = gi - g ni g t e Gi 且该写法是唯一的，那么 G 是它 
的正规子群 G u …、 G n 的直积. n 个群// 的 直积也称为群// 的直 n 次幂， 记为 
/ T 1 = // x •. • x //•在 i/n 中有一个特殊的子群 △ = {(/I ， /I ， • • • ， e //} 称 为对角 
线子群，它 同构于 //. 

如果在定理6中去除 B<G 的条件，那么我们得到半直积的 概念： G = AB y AD 
B = e,A <G (有时将该半直积写为 G = A>^B). 由这个定义随之引起了子群 S 在 
正规子群>1上同构作用的描写，这通常发生在每个具体的群中. 


注许多对于我们熟悉的群都能写成直积和半直积的形式.例如 ，& 是它的正 
规子群人和 2 阶循环子群 <(12)) 的半 直积： S n ^A n \ Z 2 . 利用第2目中例2的 
记号，可以写 


A 4 = V 4 \ ((123)) ^ ( Z 2 x Z 2 ) X Z 3 , 

S 4 = V 4 \S 3 ^ (Z 2 x Z 2 ) X (Z 3 X Z 2 ). 

再一个 例子： 仿射变换 R — R 构成的群（参见 [BA Ij , 第4章或 {BA III ) 是一 
个平移的正规子群与保持点 x = 0不变的变换组成的子群 GL (1, R ) 的半直积. 

5. 生成元与定义关系关于群 G 的生成系的问题已经在 [BA I ]第4章讨论 
过. 为了用新的观点来看一些我们熟悉的群，我们现在重新回到这个问题.由 [BA Ij , 
第 4 章的结果推得，对于循环群没有必要考虑庞大的凯莱表.下列式子 


Cn = { c \ c n = e ) (3) 

给出了阶为 n 的抽象循环群所有必要的 信息； 这指的就是， C n = { e , c ? c 2 ,..-, 
c n-i }，且当 s + t < n 时 eV = c a+t , 而当 s + O ri 时 ， cV = c 9+t ' n . 另一方面，准 
确到同构，任意循环群都是群 （ Z ,+) 的同态像. 



现在假设为具有单位元 e 且由 n 个生成元 A ， …，九生成的一个群，其每 
个元/可以写成（可能有许多写法）表达式 

/ = d •. € {1，2,…， n }，€ Z , (4) 

这里 0 = 1，2，".1. 下列初等关系总 成立： 

//•// = /rS / 卜 e 且 fje = efj = 

如果满足 条件： / = e <=> 5l = .•• = 5/c = 0,对每个写成表达式 （ 4) 的 /， 
则称& 是 一个由 n 个自由生成元生成的秩为 n 的自由群. 群凡 中的元素通常 
称为在字母表{凡厂 1 ，… JnJn 1 } 中的字 .字/的 不可约表达式⑷和它的长 
1 ( f ) = ki| + |5 2 | +…+ | 办 |被唯一 确定； 否则空字 e:=0 = ff _ l ( F n 的单位元）就 
会有长 > 0. 对于给定的 n ， 两个分别由自由生成元/!，••• ，/n 和仍， …，％ 生成的 
自由群 F n 和 Gn 是同 构的； 这只需令 $(/i) = 讲 ，1 < i 彡 n ， 而对表达式为 （ 4) 的字 
/，让 

( F „ 和 G n 的单位元用同一个记号表示).但是，如果 G n 不是自由群，那么$将仅 
仅是一个满同态，其核 Ke 冲为由 &中所有这样的字组成，其在代换力 m 仏.下变 
为 G n 的单位元.这一通用的性质（即将 A h 仍,1彡 i 彡 n 使$ : — G & 对于任 

意具有 n 个生成元的群为满同态的可能性）可以作为自由群 F n 的定义，但我 
们不在此耽搁了. 

为了使自由群不被觉得是“神秘的对象”，我们讨论几个具体的情况. 
n = ( Z ,- f ) 是秩为1的自由交换群，也就是无限循环群. 

n = 2,令 Z ⑷为具有整有理系数的关于 < 的多项式环.在特殊线性群 SL (2, Z [ f ]) 
中，我们来考虑由矩阵 

a =(o 0' B= 0 ?) 

生成的子群我们证明 F 是一个自由群.对 A : 进行归纳容易证明，元素 

w k = A ai B 0 ' . -'A Qk B 0k , ai,Pi^O, l^i^k 

有形式 

Wk = ( 1 + … + C kt 2k «(•••+ 

其中 a * = ai 0 i -'- a k p kl 而点“…”表示次数小于 i 的单项式.显然群 
F 的任意元可以写成或者 B 0 A Q ^ E 或者 W = B ^ W k A Q . 如果 W = E , 那么 

这显然是不可能的（在 fc > 1时比较它们的次数，而当= 1，验证 

是直接的). 
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一个不大的补充推论是，如果让£ = m , 这里 m 为 > 2的任一整数，则群 F 仍 
是自由的. 

现在我们引人下列 

定义 令&为具有 n 个自由生成元 / u ... ，九的 自由群 ， S ={ m ， ieJ } 为元 
素 Wi { fw - ，/ n )€ F n 的某一子集合，且尺=〈5&》为包含 S 的&的最小正规子 
群（即包含 S 的所有正规子群的交).称群 G 为由 n 个生成元 a 1? ... , a n 和定义关 
系 Wi ( a u ? a n ) = e ( i €/) 所确定的，如果存在一个 核为尺 的满同态 n : F n G 
满足 n ( f k ) = a ki l ^ k ^ n . 在这种情况下，记 

G = ( ai , ••- , a n ) = e,z € I ). 

如果 Card / < oo , 則称 G 为有限定义的群. 

自由群 F n 本身是“没有定义关系”的，这也就是它被称为“自由”称号的原因. 
由定义可以看出,任一个具有 n 个生成元 b u …， b n 且同样满足关系 ^(6,,...,6 n ) = 
e , iel } 也许还满足其它一些关系的群 H 是群 G 的同态像.特别地，|//| < | G |. —般 
地说，利用生成元和定义关系可以来决定群，但是对于具体的群做起来并不容易.最 
实质的问题是在于不存在一般的算法，使得能够对于任意有限定义的群，回答有关 
群的有限性的问题，它们的字相等的问题，等等.在这方面，发展了组合群论的丰富 
内容.我们暂时来看两个内容丰富的例子，这里所有提到的问题被完全解决了. 

例1 (二面体群）群 G = ( a ,6| a 3 = 6 2 = abab = e ) 具有两个生成元和三个定 
义关系 .G 的阶 |GK 6,这因为在 G 中 6 a = d 1 = ( a 3 )~ l a 2 b ( b 2 )- 1 = a 2 b . fijf 
以在任何情况下， G 最多具有这样一些元 e , a , e ^6, a 6, a 2 6. 因为生成的两个置换 
(123), (12) 满足关系（123) 3 = (12) 2 = (123)(12)(123)(12) = e , 所以映射: G - 5 3? 
其元素对应为 a ^ (123),6^(12), 给出同构 G 三 S 3 . 于是对称群 S 3 被两个生成元 
和3个定义关系所 确定. 回想， S 3 也同样可以看作三角形的对称变换. 

正 n 边形的对称变换的完全群称为二面 体群， 并用符号表示.平面上 
绕置于直角坐标系的原点 O 为中心,转角为0 = ¥的旋转 

n 

a _ f cos 0 -sin d \ 

一 \ sin 6 cos 6 ) 

产生一个阶为 n 的循环群 C 4〉 •在中还包含一个多边形尸„关于过原点和一个 
顶点的轴的一个反射（见图 2). 

由定义知 S 2 = e .2 n 个不同的对称变换 


e,A,A 2 r - ,A n ^\ 


( 5 ) 



图 2 


穷尽整个群.于是，任一对称变换被它在多边形尸„的顶点1，2，... ， n 上的作用所确 
定.如果哪个变换将1变到 A , 那么它或者保持刚才所说的那种点的循环次序，就如 
A k 的作用，或者反过来变到它，就如 A k ~ l B 的作用. 

因此在中除了 （5) 中的元之外，没有其它的元.我们指出，变换氏4等于 
因为这两个变换都将点1变为 n . 于是，我们有 

A n = e , e 2 = e , ABAB = e . 

这表明 D n 是群 

G = ( a , b \ a n = 6 2 = abab = e ) 

的同态像.但是，当 n = 3 我们有 6 a = 于是字母表组成的 

任一字可简化为 d 或 a %0 < i < n - 1. 因此 | G | < 2 n , 但由上面所说的可以看到 
G ^ D ni 这本身得到了二面体群的生成元和定义关系的表达式.把 G 与看作相 
同： • 

D n = ( a , b \ a n = e , 6 2 = e , ( a 6) 2 = e ). 

因为 〈 a 〉< 久且 D n /( a ) 是一个循环群，那么应用定理 4, 对于群 D n 的换位子群， 
有 C ⑷.但是因为 a 2 = aba ^ b - 1 = ( a ,6) € D ；, 所以当 n 为奇数时， = ⑷， 
而沒 n 为偶数时， D n /( a 2 ) = ( a , 6) 为两个2阶循环群的直积，于是％ = ( a 2 >. 群 
Dn 的中心 Z ( D n ) 和它的共轭类的个数 r 同样取决于 n 的奇偶性.我们有下表（很 
容易验 证)： 

当 n = 2 m ， 则 = ( a 2 ),( D n : D ；) = 4, Z ( D n ) = ( a^),r = m + 3, 



若 n = 2 m + 1，则 D : =〈 a 〉，（ D n : = 2, Z ( D n ) = e，r = m + 2, 








•33 
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下行所列为共轭类的代表元，上行为共轭类的势. 

值得强调的是，定义关系的形式（即 m = e 的左边）依赖于群的生成系的选取， 
例如， 二 面体群被任意两个相交角为 7 r / m 的直线反射生成.因而 

D n = {9\,92\gi =92 = (9i92) n = e). 

如果出发点是以前的表达式，那么可 以令仍 = ab ， g 2 = b . 

例 2 (四元数群） 与上面例子不同，我们一开始就用生成元和定义关系来定义 
四元 数群： 

Qs = ( a , 6| a 4 = e ，6 2 = a 2 y bab~ l = a ' 1 ). 

又 ba = a ~ 1 6 = a 3 6, 且因为 fe 2 = a 2 , 任意字母表 { aw ' M — 1 } 的字可写成 W ，0 < 

于是 \Q S \ < 8. 

我们能否确认 | Q 8 | = 8 呢？是的，但这首先需要我们给出一个8元群，它有两 
个生成元分别对应到 a 和6.由§1习题3我们知道，由四元数单位 i ， j，k 就产生这 
样的群，同样由下列矩阵也产生这样的群 

^ = (o -i)' B = (-°1 i) (i = - 

事实上，乂 4 = E , B 2 = A 2 , DAB - 1 = A -\ 

这些矩阵我们 B 经在 § 1 练习 3 中碰 到过. 事实上，映射 a H H Z ? 就是 Q 8 到 
( A . B ) 的一个同构映射, Q 8 @ { A , B ). 我们指出， a 2 e Z ( Q 8 ), 而因为非交换群关于 
中心的商群不是一个循环群（参见定理5证明后面的注)，所以 〈 a 2 〉 = Z ( Q 8 ) .因为 
所有 4 阶群为交换群，所以 Qs/Z(Q S ) ^ V 4 是两个2阶循环群的直积.于是，换位子 
群(％等于 Z ( Q 8 ) 且 （ Q 8 : = 4. 有关共轭类的信息包含在下 表中： 


1 

1 

2 

2 

2 

e 

a 2 

a 

b 

ab 


有限定义的群（它们最简单的例子我们已经看到）出现在各种不同的数学领域， 
例如，所谓的基本群 流形. 不足为怪，还有许多与它们有关的问题等待去发现. 

习题 

1. 回忆在 [BAI] 第 4 $§ 2 第 4 目中关于内自同构 —apa— 1 和内自同构群 Irm(G) C 
Aut(G) 的定义 . 证明， Inn(G) < Aut(G) R lnn(G) ^ G/Z{G ), 其中 Z(G ) 为群 G 的中心 . 
商群 Out(G) = Aut(G)/Inn(G) 称为群 G 的外自同 构群 . 
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第 1 章群论的构造 


2. 假设//和 尺是群 G 的子群，证明 

)//^|.|// n / c | = |//|-|7 C |. 

(大家知道，在线性空间理论中也有类似的公式).进一步证明，集合 /// c 为子群的充分必要 
条件是 //K = KH ; 特别地，当 K G 时，这个条件自然满足. 

3. 对于对称群&编制类 似于上 面刚刚讲到的例子中的表格 


1 

3 

6 

8 

6 

C 

(12)(34) 

(12) 

(123) 

(1234) 


仅仅依据一个明显的事实，即在任意群中，一个正规子群是一些共轭类的并，来重新描述例2 
中所 说的& 的正规子群. 

4. 证明： Z(A x 月）= Z ( A ) x Z ( D ). 

5. 如果 Ki , K 2 /Cl n = e , 那么 G 同构于 ( G / K,)*x ( G / K 2 ) 的一个 子群. 该命题正 
确吗？ 

6. 假设 K <3 G = 力 X 证明，或者 / c 是交换群，或者 / cn >4 和 / cnB 中有一个非平凡.给 
出一个例子说明在群 AxB 中有一个非平凡的正规子群尺满足= 

这本身也说明了，由 K <3力 x B ， 一般而言，不能推得 K ^( KDA ) x ( KnD ). 

7. 四元数群 C ?8 是+是它的某两个戊子群的半直积？ 

8. 证明，对于任意真子群// C Q 8 , 有// <] Q 8 . 

9. 证明， 群与不同构. 

10. 证明， Aut ( D 4 ) S Da (因为 \ Z ( D 4 )\ = 2,所以，由练习 1, | Out ( G )| = 2). 

11. 全体 〆 次单位根的集合 ， i = 0，1，2，...，构成一个无限群 C ( p °°). 它被称为拟循环群，因为 
它的任意有限个元生成一个循环群 .• 试验证这一点，同时证明 

C ( P °°) = ( ai , a2 , a 3 ,---K = l , af +1 = a „ i = 1,2,3, •"〉. 

12. ( J . Monthly , 80, JV *. 9, 1973) .设 

G = ( a ,6| a 6 a = 6 a 2 6, a 3 = e ，6 2n — 1 = e 〉， 

其中 n € N . 证明 ， n = 1, 即 6 = e 且实际上 G = ( a | a 3 = e ) 为一个 3 阶循环群. 

13. 建立一个单一同态 /:5 n - GL ( n ) 满足矩阵 /(7 T ) 的行列式 det /(7 T ) = e w ,7 r €5 n . 

形如 /(7 r ),7 T €5 n 的矩阵称为置换矩阵./在上的限制是到 SL ( n , R ) 内的单一同 
•态•映射 L : G (凯莱定理） 与 f •• S n — GL ( n ) 的合成/ o L 变成 G — GL ( n ) 的一 

个单一 N 态，对于任意有限群 G . 

试具体写出 n = 3时的映射/的明显形式. 

14. 补充下列形式定义的 ri 秩自由群的 细节. 字母表…，如^ 1 }由 n 个字 
母山，…，知和它们的“对映点” af 1 , ••- , a - x 组成，再添加一个符号 e := 0.令5为这 
2 n + 1个符号以任何次序写成的有限长的所有“字”的集合.在字里允许有重复出现的符号. 
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两个字 u 和 v 的积认为是字 ti 在前 v 在后的组成字.字 u - 1 = a - m c - - • • a - £l 称为字 
u ...at A = ±1 ， it = 1 ，…， m 的逆， e - 1 = e .在5上引进一个等价关 系〜. 两个 
字认为是等价如果其中一个可以由另一个通过有限次下列等价变换 得到： 


ee 〜 e, 
叫一丨〜 e ， 
a«e 〜 a t , 
ea, 〜山， 


a~ l cn ~ €, 

— 1 — 1 

a, e 〜 a,, 



在每个等价类中包含唯一一个“不可约的”（最短的）字.在由等价关系〜确定的等价 
类集合上由字的乘法诱导出适合结合律的乘法运算（且有逆运算).空字 e 为其单位元.具有 
上面乘法运算的等价类的集合正好就是具有 n 个自由生成元 ai ，...， an 自由群 A ， 即秩为 

n 的自由群. 

例一个拴若纱简（线轴）的猫崽儿围着两个杆子按 “8” 字形各不同方向奔跑，一边把 
线压在前面留下来的 线上. 当猫崽儿经过两个杆子中心时，它可能随意地按不同方向运动.从 
中心点开始，并在中心点结束，猫所走过的路线 S 然珥以解释为秩为2的自由群的元索. 



图3 


拉紧了的线，即去除平凡的线圈 cm — 6-%所得的线路就是不可约字.在图 
3中画出的 a 与 a — 与6- 1 有间隔只是为了几何上的直观性.我们的例子实现了 F 2 为双 
纽线“同伦等价路线”（拓扑术语）的类集合的形式.从这一点来说，自由群 A 是在注释第3 
$ §3第2 B 的阁5中分问题和解答部分所描述的蔓叶线的基本群. 


第 2 章群的结构 


我们所研究的代数对象，如果它们的特性能够用（在某种意义上）较初等的对象 
和运算语言来表达的话（如循环群、直积、半直积等等)，会变得更加吸引人.而这些 
对象本身（比如群)，在最初或稍晚阶段就表现出与数学其它领域的紧密联系.我们 
在第1章中已经看到，连 Q 8 , S 4 这些很小的群都可以进一步分解，这些分解在很多 
方面都是有益的.曾经流传过这么一种天真的观点，认为有限群可以凭借凯莱定理 
就能够一一列举出来.这种观点已经过时了，因为20世纪末功率最大的计算机也没 
能证明出“大得出奇的 A /” 的存在，这里“大得出奇的 M ” 指的是 

\ M \ = 2 46 • 3 20 • 5 9 . 11 2 . 13 3 • 17 • 19 • 23 . 29 . 31 • 41 . 47 • 59 • 71 

的单群.这是人得出来的. 另一方面， 列举较小阶4096 = 2 12 的群（精确到同构)，无 
论对机器还是对人来说，做起来都相当复杂. 

在本章中，注意力将集中在为数不多的群类，熟悉它们，对于每个数学工作者来 
说都是有益的. 


§1可解群与单群 


1. 可解群在第1章介绍的换位子群的概念带来重要的也是非常广泛的群类. 
像以前一样，令 G' 为群 G 的换位子群.在 G' 中同样可以考虑换位子群 （G')' = G〃， 
它称为群 G 的第二换位子群（第二导出子群).继续这样的过程，我们可以定义第 fc 
个换位子群 GW = ( G ^ Y . 由第 i 章§4包含关系（1)，我们有 ⑻ <3 G, 从而当 
然也有 G (fc) < G ㈣ .于是我们得到一个正规子群列 （导出列） 

G > G (1) > G (2) > > G (fc) > G (k ~ l) > 


⑴ 




§1 可解群与单群 


其每个商因子都是交换群. 

定义 一个群 G 称为可 解的， 如果列 （1) 能够下降达到单位 元群， 即存在一个 
最 小指数 m ， 使得 G (m ) = e .此时 m 称为 可解群 G 的步长. 

显然，任一交换群（其中包括循环群）的可解步长为 1. 此外，在任一可解步长为 
m 的可解群 G 中有一个/ e 的交换正规子群，它就是作为在第1章的例 
子中我们所看到的，3 = ^ 4,^4 = V 4 , V ^ = e , 于是交错群山的可解步长为2,而对 
称群 S 4 的可解步长为 3. 我们再看下列更一般的例子. 

例假设 


T := T ( n ， 只） = {A = (aij) c GL ( n , ^)\aij = 0 ,Vi > j ] 

为系数属于任一域只的上三角矩阵群.直接验证知， T ^ 1 ) = 于是对任意 n ， 
T ( n , A) 是一个可解群. 顺便指出， T 的换位 子群 ： T = UT ( n , M ) (主对角线元索为单 
位元的上三角矩阵群）有比可解性更强的性质.如果对于任一群 G , 令 

G\ := G,G 2 = G\ Gfc+i = (Gk,G) = (( u , t;)|u e Gk,v 6 G), 

那么我们将得到群 G 的一个下中 心列： 

G = Gi>G 2 >G 3 >-> G k > G“i • • • • (2) 

一个群 G 称为 c 类幂 零群，如果 G c # e ， 但 G c+1 = e .群 UT ( n ， 句是 n 类幕 零群. 

定理 1 假设 G 是一个群， A ： 是 G 的一个正规子群•则 G 为可解群的充分必 
要条件是尺和 G / K 都可解. 

证明如果 H CG 、 那么 //' C G'， … ，/ /⑷ C G ^ k \ 由此直接推得，可解群 G 
的任意子群为可解群. 

现在设 K 为可解群 G 的一个正规子群且5 = G / K 为相应的商群.自然同态 
n : G G 带来 G ' 到 G 上的满同态（因为，显然 W (( pi ， y 2)) = ( V (分1)， vKp 2))， 对于 
任一同态 ^: G ^ G ), 从而也有 GW 到上的满同态.由此可知 S 是可解的. 
为了证明定理的反向命题，我们用 7 T 代替 A 就得到 


[ 91 , 92 ) = (^1^2), (3) 

即 (9iK,g^K) = [g u g 2 )K (应当在形式上区分 G 中的换位子和5中的换位子).令 
s 为商群 G 的可解步长，《为正规子群 K 的可解步长.反复利用 （ 3) 式，对任意 i 我 
们得到等式 W = (G)\ 特别地，_ = (G)^ =e = K. 于是，有包含关系 G ⑷ C K ， 
由此得到 C 尺⑴ = e ，即 G 为一个可解群. 口 





推论假设 K u K 2 为任一群 G 的两个可解正规子群，那么 K x K 2 同样是 G 的 
一个可解正规子群. 


证明由第1章我们已经知道， A 心是 G 的一个正规子群.进一步，由同构定 


理知 


K X K 2 /K 2 ^ ^1^0X2). 


于是应用定理1即得. 


由已经证明的推论得到下列断言. 有限群 G 的所有可解正规子群的积 F ( G ) 是 
G 的一个最大可解正规子群，而其商群 G / F ( G ) ①已经不包括可解正规子群. 

可解群的产生归功于伽罗瓦 ( Galois ) 定理，这一点我们在 [BA I ]中已经谈到. 
群&和它的子群的可解性是 n 次 （n < 4) 方程根式可解的依据.这个问题的更详 
细信息可以在第5章§5中看到. 

2. 单群 存在弄 e 的群，它等于它的换位子群，从而，它不是可解群.而且，我 
们现在将证明存在非交换群，它根本没有非平凡（即不等于 e 和 G ) 的正规子群.这 
样的群称之为单群. 

引理一个群 G 的任一正规子群 A ： 是 G 的某些共轭元素类集合的并. 

证明如果 x €尺< G , 那么，对所有 y e G . gxg - 1 € K . 于是，当 rrG / C 时， A ： 
就包括了 rr 所在的整个共轭元素类: r G ， 于是 A ： = LUf . □ 

t€/ 

定理2交错群是一个单群. 

证明事实上，在糸中，除单位置换 e ， 有15个2阶元/) ? 20 = 2^ j 

个3阶元 （i j *：) 和2 4 = 4 !个5阶元 （ 1 “ i 2 i 3 i 4 ) • 所有 2 阶元互相共 轭：它 
们在 S 5 中共轭是 ffi 然的，而因为元素 （1 2)(3 4) 的稳定子群（关于共轭作用）包含 
一个奇置换 （1 2), 所以它们的共轭可由偶置换来实现.对于3阶元同样.但5阶元 
在 S 5 中互相共轭，而在山中被分解为以 （1234 5) 和 （1235 4) 为代表 
元的两个互相共轭类.事实上， （4 5)(1 2 3 4 5)(4 5厂！ = (1 2 3 5 4), 而 
(1 2 3 4 5) 在枭 中的中心化子（即稳定子群）是由这5个元生成的循环群.于 
是我们得到下表 


(1 2)(3 4) (1 2 3) (1 2 3 4 5) I (1 


F 行为共轭类的代表元，上行为共轭类的势.现在假设 《为 A 5 的一个正规子群.由 
1 一般书上，符号 F ( G ) 表示最大幂零正规子群——译者注. 





引理 


K \ = 5i • 1 + 占 2 • 15 + 知 • 20 + 64.12 + 心 • 12, 


其中心 =1 (因为 e € X)，& = 0或& = 1，对于 i = 2,3,4, 5. 不难验证；由|欠|整除 
4的阶 M 5 | = 60 (拉格朗日定理)，只有下列两种 可能： 

a) <5 2 = <?3 = <^4 = ^5 = 0*1 K 为单位元群； 

b ) 62 = S3 = S4 = Ss = I ; K = A ^. 

于是,这就证明了 是一个单群. □ 

利用对 n 的归纳法可以证明（参见习题 3), 当 n > 5时， 所有都是单群. 
由于可解群的子群都是可解群（定理1)，所以由定理2知，在任何情况下，对称群 
Sn(n ^ 5) 都是非可解的. 

定理 3旋转群 SO(3) 是单群. 

证明由第1章§1定理1，只需验证，在满同态$ : SU(2) — SO(3) 下，群 
SU(2) 的包含同态核 {± E } 且不等于核的任一正规子群 iC 等于 SU (2). 第1章§1 
关系 （5) 可以重新解释 为：群 SU(2) 的每个共轭类中包含对角矩阵^ ^ = 

diag{e^,e-^}. 因为由引理， K 是群 SU(2) 中某些共轭类的并,所以不失一般性，我 
们可以认为‘ € 对于某个满足 sin p 一 0的 p > 0. 

在X中也应该包括任意换位子 


k.)=m^)=( ： a)(_ ； !)(7；)( 


N 2 + \(3\ 2 e ^ 


H 2 + \(3\ 2 e^ 



其中 M 2 +1/?| 2 = 1 (见第1 章 § 1第1目⑶).于是，对于矩阵(‘， s) 的迹，我们有 
表达式 


tr { d ^ g ) = 2M 2 + 1/3卩卜如 + e— 知 ） = 2(1 - 2| / 8| 2 sinV)- 

这里|/?|取区间 [0,1] 中任何值且 sin ^ ^ 0. 再次由第 1 章 §1 (5 )， 存在酉矩阵 
he SU(2) 满足 M4W 1 = ‘ = diagW，， 且4 e K. 因为 e ' e ， 都是 
矩阵 ( d ^ g ) 的特征方程 

A 2 + (4| 糾 2 sin 2 p - 2)A + 1 = 0 

的根，所以，|/?|不得不跑遍由0到1的值，从而我们得到0在区间上的任意点.于 
是，在 K 中包含任意元‘和由 参数分 确定的共扼类，这里0 < 因为对于 
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任意的 a 〉0,可以找到自然数 n , 使其满足条件0 < 4:= J/n < 可以断言， A ： 
包含事先给的元4 = %. 口 

定理4 _设 F 是一个域且 F 的元素的个数 |F| > 3.则 F 上的特殊射影线性群 
PSL(2, F ) 是一个单群. 

证明 1) 我们选出一些子群 和元： 

"={—)=(5 K 

Z 7 = H =( a ?)| aeF } > 

D ={ d ( A ) =( oA °0 h F *} ； 


B = DU = UD = 



是一个标准的博霣尔子群.我们看到 


d(A) = u(A - l)u(l)u(X ^ 1 - l)tZ(-A), 
于是博雷尔子群由幂单子群 f / 和 Z 7 生成.我们再选取元素 

t ^ = u(l)!Z(-lMl)=^5 J ). 

2)群（？ = 3[(2，/^)有分解 


G = B U BwB , 万 n BwB = 0. (4) 

为了确信这一点，我们来考虑 G 在列上的左作用.列为^[1，0]的迷向群显然 
等于 f /. 轨道 Se 1 由所有列 [ A ,0 j，A 一 0,组成.另一方面，= [0,-1], 因此，轨道 
Bwe 1 由所有第二个分量不等于零的列组成.因为这两个列布满了列 Ge 1 , 
由此得到 BuBwB = G , 因为迷向群 t / 含于 S . 

分解式（ 4 )称为布吕阿 ( Bruhat ) 分解.该分解式可进一步深入，我们不再讨论. 

3) 博雷尔子群 B 是 G 的极大子群. 

事实上，由分解式 （4) 我们看到，任意不包含在 S 的元 /I e i /， 一定包含在 BwB 
中，即 /I = b , wb 2 , 于是氏由此得到 H = G . 

4) 如果 | F | > 4,那么 G = SL (2, F ) = G \ 

取0# A e F , A 2 # 1,这在 | F | > 3时是可能的.那么由交换关系 


d ( X ) u ( a ) d {\)^ l u ( a)~ l = u ( a ( X 2 — 1)) 
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得到 B ， = U K G，D U , 而因为 G' <] G， 我们有包含关系 G' 3 wUw~ l = 但是, 
由 1) 和2)，我们知道 f / 和瓦生成 G . 于是= G. 

5) 在附4时，群 PSL(2,F) = SL(2,F)/Z 是单群(这里2 = {± E } 为中心). 
运用容易验证的等式 

「| xBx - 1 = Z . 
xec 

我们需要证明，如果// < G = SL(2, F), 那么要么// c Z 要么// D 由 S 的极大 
性（见3))，我们有 i/B = B 或= G . 如果= S， 那么// c S. 因为// <3 G， 
所以 // = xHx~ l C xBx 一 1 yx e G， 即 // C 2. 

另一方面， 

H B = G => w = /i6, h £ H , b G B . 


于是由 H < G 有 


!7 = wUw - 1 = hbUb - 1 fT 1 = hUh - 1 C HU . 

因为 C / C // K 且 U 、 V 生成 G , 所以 IW = G . 从而 

G/H = HU / H ^ U/{U n H ) 

是一个交换群，由此得到 G ' C 因此 PSL (2, F ) 是一个单群. □ 

定理 4 曾被伽罗瓦首次用其它方式证明.由定理2 〜 4可以看到，在单群类中 
包含有重要应用的群，有限群和无限群.可能觉得奇怪，稍为合理地描写一下所有存 
在的单群就需要几百页. 

习 题 
1. 子群链 

e = Go C G\ C • • • C G n C G n +i = G, (*) 

其中 Gi _, 称为群 G 的一个正规列.一个下降的群列 

G = Go D Gi D • • • D G n D G n +i = e, 

其中 G i+1 < G it 同样也称为正规列. 

如果列 （*) 中所有成员互不相同且 < H < Gi => H = 或// = G *， 对所 
有 i , 那么就称这个正规列为 G 的 一个合成列. 在这种情况下 ， R = Gi / Gi - i 称为 G 的一 
个合成因子. 

试证： 

1) 有限群的任一个正规列可以加细为一个合成列，即插人一些补充项，直到为合成列为 


止; 
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* 2) 商因子 R 是单群（或素数阶循环 群)； 

3) 一个群 G 是可解的当且仅当它的所有合成因子是素数阶循环群. 

我们不予证明地提到若尔当-赫尔德 ( Jordan - Holder ) 定理，利用该定理我们知道群 G 
的一组合成因子精确到同构以及随之它的阶是不依赖于合成列的选取的. 

2. 证明，任一有限 p ■群是可解群. 

3. 按照下列提要来证明交错群，当 n > 5时，是单群. 

a ) 设 A ： <3 且 K / e , 则尺中有一个置换 7 T 〆 e •假设 7 T 保持0 = {1，2，... ， n } 中不 
动元素最大可能的个数为 m . 如果 m = n - 3,则 tt == ( ijk ), 于是 A ： = (参见 [BA 
I 】第4章，§ 2,练习 11), 于是珥以认为 m < n — 3. 

b ) 如果 tt = (123.••)•.. 为 tt 的不相交循环的分解，那么 tt 的偶置换性及条件 m < n - 3 
导致了 m < n - 5. 还有可能 tt = (1 2)(3 4)... 为长为2不相交循环 组成. 

c ) 在任何情况下，考虑换位子 （7 T ，(7) = Tr ^ TT - V - 1 # e ， 其中 CT = (345)，验证，它保持不 
动点的个数大于 m . 这与 m 的选取矛盾，于是断言成立. 

4. 证明，交错群々不包含15阶和20阶子群. 


§2西罗 （ Sylow ) 定理 

我们已经看到这样的事实，在一个阶为 | G | 的有限群 G 中可能没有 d 阶子群， 
这里 d 整除 | G|.G = 4 4 ，d = 6就是这样的一个极小例子. 

因为在非交换单群中没有指数为2的子群（指数为2的子群是正规的),所以由 
§ 1的定理 2 ,在 G 0 阶的交错群中没有30阶的子群（也参见§ 1习题 4). 在这种 
背景下， I 25 年前挪威数学家两罗创立的一般规律显然非常出色.这些规律性与作为 
子群身份包含在群 G 中的 p - 群有关群在第1章§3中我们已经见过) . A . 柯西 
发现，在被 p 整除其阶的交换群中存在 p 阶元. 

设 | G | = p n m , 这里 p 为一个素数，而 m 是一个与 p 互素的整数. 阶为， 的子 
群尸 C G (如果存在）将被称为群 G 的一个西罗 p 子群.正如第1章§3中所讲的， 
用 N { P ) 表示子群 P 在 G 中的正规化子. 

定理1 (第一西罗定理）西罗 p ■子群存在. 

定理 2 (第二西罗定理）假设 P 和巧 是群 G 的两个西罗 p ~ 子群 ,那么存在 
元 a € G , 使得 A = a ~ l Pa -\ 換句话说，所有西罗尸子群互相共耗. 

定理 3 (第三西罗定理）假设； V p 为群 G 中西罗 p •子群的个數.那么 7 V p == 
( G : AT ( P )) 且 AT p = l ( modp ). 

定理1至定理3的证明是第1章§3中所叙述的一般方法和思路的例证.我们 
先证定理 2. 
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定理 2 的证明.假设在群 G 中存在西罗 p 子群且令 P 是它的一个西罗^子 
群.再令 A 是群 G 的任一个^子群，不一定是西罗子群.让 A 左平移地作用在 G 
关于 P 的左陪集集合 G/P = 上（限制 G 的作用在 G / P 上的描写见第1章 

§3) .由第1章的结果，任一巧 1 轨道的长整除 | A | = P k , k < n . 于是 

m = ^? = jf } = | G / P | = p ki + p fca + …， 

其中 P * 1 ， 〆 2 , …是轨道长.因为 gx . d ( m ， p ) = l , 所以至少有一个轨道的长产=1, 
即 

Pi • aP = aP (1) 

对于某个元 a = gi eG (这类似于第1章§3定理2的证明).将等式⑴改写为 
Pi - aPa - 1 = aPa -\ 那么我们将得到包含关系 

9 

Pi C aPa~ l (2) 

(因为 aPa - 1 是群).特别地，如果巧是群 G 的西罗 p 子群，那么由 | A | = | P | 以及 
(2) 式，我们得到 A = aPa - 1 . □ 

定理1和3的证明 定理1可以解释为定理3的推论,这因为 7 V p e l ( modp ), 
而 7 V P / 0的充分必要条件是 S / 0，这里 S 为群 G 的所有西罗 p •子群的集合.现 
在来证定理 3. 等式 N P = ( G : N ( P )) 由西罗 p 子群的共轭性（定理 2) 以及第1章 
§3中关于轨道的长的一般结论直接推得.对于 7 V p = l ( modp ), 我们来考虑几 
个更一般的情形.假设冏= p ' 这里 s 彡 n ， t 可以被 p 整 除且令 N P ( S ) 为 G 中所 
有阶为 〆 的子群的个数.原来也有等式 N p ( s ) = l ( modp ); 特别地， G 包含任意阶 
为 P 8 的子群且 ATp ( n ) = N p . 

我们用下列方法来证明上面这一断言.根据第1章§3第1目最后的注，我们 
知道，群 G 在自身上的左平移作用诱导一个 G 在集合 


n = { McG || M |= p J } 

上的作用，这里 n 是所有 P •-元子集 仏,… ，如 } 的集合.我们知道 ， g {gu -- ，办 •} 
= {99 u -^99 p -}- 集合0有 G - 轨道 分解 : n = Ua ， 于是 

i 

i 

这里 Gi = {ge G \ gM t = AfJ 为某个代表元从 € A 的稳定 子群. 

因为 GiM , = 那么从 =Urii Gi 9 a 是 G 关于 Q 的某些右陪集的并.因 
itp 8 = \ Mi \ = Ui\Gil 从而 IGil = 〆 * < 〆 •如果设| < 〆 ,那么 | f 2 i | = P s ~ s n = 
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O ( modpt ); | G *| = p s 与 | fii | = <是等价的.于是我们得到 

I ^ J = - 5Z |fii|(modpi)- ⑶ 

v p ) 

根据上面所说的，= « => | Gj | = p a => A/〗 = Gidi (其中 〜= %为 G 的某 
一个元)，于是 a~ l Mi = a - l G iai = P ，是 〆 阶子群.这表明，轨道 A 是群 G 关于 
Pi 的一些左陪集 P 巧的集合. 

反之，群 G 的每个阶为 〆 的子群//属于轨道 IT = { gH\g € G }, 其长为 t •阶 
为 〆 的不同的子群故属于不同的轨道％，这因为由故=#//,推出 e = 于是 
g = hj 1 e Hj , 从而仏 = 巧.因此，在阶为 〆 的子群与长为 f 的轨道 A 之间存在 
一一对应.于是等式 （3) 可改写为 



fii| = tN p (s)(mod pt), 


⑷ 


这里如果强调 N p ( s ) 与 G 的关系，也可以写为 N p ( s ， G ). 

到现在为止，群 G 的特性还没有用上.如果 G 是阶为 〆 t 的一个循环群，那么 
N p ( s ， G ) = 1 ( 第1章§2定理3)，从而 



= t - l ( modp ^). 


因为等式 （4) 和 （5) 左边相等，所以我们有 


(5) 


t = tN p (s)(mod pt), 


由此得到了 N p ( s ) = l ( modp ). □ 

虽然实际上的证明比要求的要多，但我们不打算继续运用它，有兴趣的读者可 
以参看一些专业文章. 

例假设 G = SL (2, Z P ) 为 p 元域 Z p 上行列式为1的所有2 x 2矩阵构成的 
群.由完全线性群 GL (2， Z p ) 关于 SL (2, Z P ) 的左陪集分解式 

GL(2,Z p )=y(j J)SL(2,Z P ) 

推得 

| GL (2, Z p )| = ( p - l )| SL (2, Z p )|. ⑹ 

将 GL (2， Z P ) 看成域上的二维向量空间 F 的自同构群，容易算出阶 | GL (2, Z P )|. 
事实上， GL (2, Z p ) 作用在一组基 { Vl ， v 2 } 上.任一个非零向量 ^ eV 可以作为 
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的像（这样的 f\ 有 p 2 -1个)，而在&选取之后, v 2 的像可以是 n(fi) 中的任一个 
向量（这样的 f2 有 P 2 个).于是 |GL(2,Z p )| = ( p 2 - l)(p 2 - P)， 从而由⑹推得 

|SL(2,Z p )|=p(p 2 -l). 

我们一下子就找到群 SL(2, Z p ) 至少有2个西罗 p 子群： 

叫(;?)|一}， ? ={( a ?)| a€Zp }' 

根据定理3,我们有 

N p = (G •• N(P)) = 1 + kp > 1 ， 


而因为 

从而正规化子 N(P) 包括下列阶为 P ( P - 1) 的子群 


{(o A" 1 ) a ， A€Z P， A — 0 ， 


于是只有一种可能 


N(P) = H ， N p = i+ P . 


在群 

- (叫⑶ ，⑶，⑶ ，⑶，⑶ ，⑽ 

与对称群 S 3 之间直接建立一个同构 - 


。 2 3 卜 (! J )，。 2 卜 (?;） 

(这两个群有相同的生成元和对应关系).当 p > 2日礼群 G = SL(2，Z P ) 有中心 
Z(G) = {±E} y 其阶为2.商群 PSL(2, Z p ) = G/Z(G), 正如 [BA II]中所说，被自然 
地称为特殊射影线性群（它是射影直线 


Z p P 1 = P(K) = {0,l ,..., p-l }( J{oo} 

的变换群)，自伽罗瓦时代起，该群在代数中就扮演着重要的角色.事实上， 在 p>3 
时，群 PSL( 2 ，Z p ) 是一个单群，而这与鳥一样，是有限单群最早的例子之一. 

我们再来看一般情况，得到西罗定理的一个有益的加细. 
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定理 4下列断言 正确： 

i ) 群 G 的西罗尸子群 P 在 G 中正规当且仅当 N p = l ; 

ii ) 阶为 | G |= p ^--- p^ fc 的群 G 是其西罗扒-子群 P u …， P k 的直积当且仅当 
所有这些西罗子群在 G 中是正规的. • 

证明 i) 对于群 G 的阶 |G| 的每个给定的素因子 p, 由第二西罗定理知,所有西 
罗 p 子群是互相共轭的，于是，如果 P 是 G 的一个西罗 p 子群，那么 


N p = 1 <==> xPx - 1 = P, Vx G G P <3 G. 


ii) 如果 G = A x • • • x 八是它的所有西罗子群的直积，那么只作为 G 的任意 
直因子当然是正规的，即尺< G. 也就是说,正规性条件是肯定的. 

现在假设 Pi 那么 7V Pi = 1,于是,首先有 


x € Pi ^ j => = e, x pt j = e ==> x = e . 


这表明 Pif ] Pj = e , 由此知，对于任意 A e Pi，Xj e 匕 我们有 


( X “ Xj )= 


(xiXjX ； 1 )!- 1 = x^xj 1 € Pj 
工 i = Xix[ e Pi 





也就是说，元素而与巧相乘可交换. 

我们再看一下，假设群 G 的单位元 e 写为 e =奶於…说， 这里队 €只是阶为 
ai =十的元.那么令 a = H a, 且利用元素 y u …、 y k 相乘的可换性，我们得到 


e = (2/ij/2--2/fc) a = j/?y?*-yfc =y®. 

但是因为 a 与〜互素，所以由# = y ^ e => yj = e . 这对任意的 j 成立.于是由 
等式 e =讥妁… 2/fc 必然推得 2A = 2/2 = ... = 2/fc = e. 

另一方面， G 中阶为 r = nr 2 … n 的每个元: r, 这里 n =〆‘，可以写为形式 


x = Xix 2 --x kl |(xi>| = r», I ^i^k. (7) 

这只需令 A = 其中指数由下列条件定义 

t=l 

如果现在 X = ...xi 为: T 的另一个 P 广元积的形式,那么由于而，4与具有 

不同下标的元相乘可换，所以 


e = (« …工 ’fc)(:l3 ： 2."Xfc) -1 =« ' X 2 X 2 1 • • • X f k X^ 
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但由上面我们刚刚证明的知道， x ^ r 1 = xixj 1 =…=祗:^ 1 = e ，即4 =々，< = 

工 2,… ，工 ’ k = X k. 

这表明， G 的每一个元可以写成而且可以唯一地写成 （7) 的形式，因此（参见 
§2) G = Pi x • - x P fc . □ 

注一个群 G 的正规西罗 p •子群是 G 的一个特征子群,也就是说，在任意自同 
构 p e Aut ( G ) 作用下不变.事实上，因为 MP )\ = P , 所以 ^( P ) 也是 G 的一个西 
罗^子群，于是 如果％ = 1,则 ^( P ) = P . 同样值得指出的是,在不同于有限群的 
代数结构中西罗子群的类似也得到了研究. 


习题 

1. 在中找出西罗5-子群的个数. 

2. 验证：厶上的矩阵 

± (o ?) ,=fc (-i -0 ,：fc (-! ^^(-l o) 

的集合 P 构成一个同构于四元数群 Q 8 的群，且 P 是 SL (2, Z 3 ) 的一个西罗2-子群.并证 
明 P < SL (2, Z 3 ). 

3. 证明，群&与 SL (2, Z 3 ) 不同构. PSL (2， Z 3 ) 与山同构吗？ 

4. 证明，仟一阶为 pq ( P < 9都为素数）的群 G 要么是循环群,要么是具有正规西罗 g -子群的非 
交换群，而且后者成立的充分必要条件是 p |07- 1). 特别地，所有15阶群是循环群. 

5. 通过直接计算西罗 p 子群在对称群 5 P 中的个数 N p 来重新验证（见 [BA I] 第6章§ 1例 
3) 等式 (p — 1)! + 1 s O ( modp ). 

6. 证明，阶 |G| < 30 的群不是单群. 


§3有限生成交换群 

这一节的叙述较少依赖于本章的其它内容. 


1. 例子和初步结果正如我们不止一次地提到，交换群有时为了方便可以写为 
加法运算，用+表示该 运算. 于是，如果 ( A ,- h ) 是一个加法交换群， 那么： 

1) a + a ' = a ' + a ， 对于任意元 a , a ' € A ; 

2) na := a + a +▼••• + a ， 对于任意 n > 0 且 n € Z ; 

3) 0 • a = 0 (左 iS 0 e Z ， 右边 0 为群的单位 元)； 

4) (― n)a = (一 a ) + (一 a ) + … + (— a ), 对任意 n > O.n G Z . 

、 _ _ ， 
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由上面这些性质推得 


第2章群的结构 


m ( na ) = ( mn ) a , (m + n)a = ma 4- na , n(a + a ’) = na 十 na !. 

于是，对于任意一组元 a 1 ? ..., a m € A , 我们可以讨论整系数组合 

• . 

n \ a \ + rt 2 CL 2 + . • • + n m a m € >4，其中 n * € Z . 

定义加法交换群4的元素组々，••• ， a m 称为群火的生成系，如果 

{niai + …+ n m am\ni eZ} = A } 

也就是说，每个元 a ! ^ A 可以写为（可能有多种方式）形式 ： Y = niai +...+ n m a m . 
在这种情况下，我们写 

A = ( ai , a 2 , ••- , a m ). 

例 1 通常单位元 1 是 ( Z ,+) 的一个生 成元； -1 也是一个生成元，但 n / 土1 
不是它的生成元. 

例 2 整数向量（向量带整数坐标）的交换群 Zn 在坐标空间 Qn 中有生成系 

^1 = ( 1 ， 0 ,...， 0 ), 62 = ( 0 , 1 , ••- , 0 ), ••• ， £n = ( 0 , 0 , ••- , 1 ). 

例3在群 Z 2 中可以选择其它生成系，例如， 

b \ = (1,1), b 2 = (1,-1), 63 = (4,1). 

因为 ei = 36, + 26 2 - b 3 ， e 2 = -26 2 -262 + 63 ,所以它们确实生成群 Z 2 . 同时集合 
{ 6 ^ 62 , 63 } 中的任两个元都不是 Z 2 的生成系.试验证这一点. 

不难说出没有任何有限生成系的群.例如， 

R (+) = ( R ，+) 和 = {a € C | | a | = 1} ( t / 的运算为乘法） 

% 

就是这样的群.实际上，这些群都是不可数的，而具有有限生成系的群都是可数的. 
还有其它 例子: q (+) 或(不难验证). 

命题1有限多个循环群息的直和 4 = ^© …㊉ 是具有有限生成系的群. 
证明事实上，如果次= 〈 a ,〉， 那么元素， 


(ai ， 0, …, 0), (0, 02 , ••- ,0), ••- ，（ 0,0,… ,a n ) 


就是群4的生成元. 


□ 
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命题 2 两个有限循环群 C m 和 C n (其中 m,n 互素） 的复和 A = C m ® C n 是 
阶为 mn 的循环群. 

证明见 [ BAI ] 第4章§2习题 3. □ 

于是，我们有断言 

如果 g . c . d ( m , n ) = 1 =» C m ㊉ C „ 会 C mn . (1) 


我们看到，具有有限多个生成元的交换群非常之多（按各自的性质，五花八门). 
它们值得被详细地研究，因为至少它们以自然的方式出现在几何、拓扑和同调代数 
中.也值得补充说一下，如果 G 是任意一个有限生成群（这是一个广泛的群类)，那 
么由第1章§4定理5知，群 G 关于其换位子群 G ' 的商群也是具有有限多个生成 
元的交换群. 


2. 无挠交换群按照定义，群>1称为无挠群，如果它没有有限阶的非零元，即 
如果 na = 0 ，n 一 0 => a = 0. 这种群与向 M 空间非常相似，这一点将在下面看到. 


定义元素系 ai ，...， a；c € i 4 称为无关的，如果由等式 niai 十 ••• + n ^ a/c = 0,其 
中叫€ Z ， 总推得 


m = • • • = n/c = 0. 


元素系 ， a n € >1称为是一个基，如果满足下列两个 条件: 

1) 它是无 关的； 

2) 它是群4的生成元系. 


引理1如果 i 4 = ( ai , ••- , a m ), 且元素 , b n e A 是无关的系，那么 n 彡 m . 


证明用 ai , ••- , a m 表示 : 


fct = 0ija jy 0ij e Z. 
j=i 

我们来看整数行向量 B t = ( p iU -- ， Am )€ tr ( Q 上的坐标向置空间).假设结 
论不成立，即 n > m , 那么我们可以断定{氏，… ， B n } 是线性相关的.于是可以找 
到不全为零的 n e Q 满足 

riBi + r 2 B 2 + …+ r n B n = 0. (2) 

令 d 为数 n 的有理公分母 : n = sJd^Si € Z ， 用 d 乘等式 （2) 的两边，得到关系式 

S \ B \ + S2B2 + • •. + s n B n = 0 

其所有系数为整数.将该向量方程分别写出来，就得下列线性方程组 


s i0ij + ^202j + • • • + s n 0 n j =0 ， 1 O 彡 m. 


于是得到 


Yl Sibi = = S ( [ 峰卜 = 0 . 

i=i *=i \j=i / j=i v*=i / 

这与 6 l , ••- ,& n 无关矛盾. 口 

定理 1 下列断言 正确： 

1) 任一有限生成的无挠交换群4 有基； 

2) A 的所有基等势（即由相同个数的元组成) • 

证明 1) 一般而言，可以减少生成元系中生成元的个数，但也许还没有达到无 
关•设 { ai , ••- ， a m } 为群 A 的某个生成元系.形如 Siai -♦-••• + = 0的表达式自 

然地称为 a ,,--- , a m 上的一 个关系 .数 xmn \ Si \ 将称为这个关系的高，而&，••• ， a m 
上高为极小的关系称 为极小关系. 这样的 k 系总是存在的，因为高是一个自然数.另 
一方面,极小关系不一定是唯一的.证明分解为下列一系列简单的断言. 

a ) 如果 sia \ 4- • • • + 5 m a m = 0为一个极小关系，那么 g.c.d(5i, ••- , s m ) = 1. 

事实上，如果 3* = ds[ y 那么 

d ( 5 ’ i a i + •. • + =0=> 5 iax 十 • • • + s f m am = 0, 

这因为 X 是无挠群.如果 d > 1,那么我们就得到一个更小的髙，与已选择的极小性 
矛盾. 

b ) 如果 s \ a \ 4- • • • 4- 5 m a m = 0是高为1的关系，且|办| = 1，那么 m — 1个元的 
集合 { ai , • • - , afc - i , afc + i , • - - , a m } 将是生成元系. 

这是很显然的，因为由条件 X Sidj 士 a * = 0,有知= s i a *^ s i = 于是其 

i^k 

余 m - 1个元生成儿 

c ) 如果生成元系 { ai ,--- , Om } 的极小关系的高为 ft > 1,那么可以建立新的生 
成元系 { a ；,-. - , a ^}, 其极小关系的高严格小于 / i . 

事实上,我们可以将生成元重新编号，使 | Sl | = minis ,) = h . 如果必要，在关系两 
边同乘_1，使 h = / I .由 a ) 知，不是所有&都能被 ft 整除.利用再次重新编号，可 
以认为 h \ s 2 : s 2 = qh + r 1 0< r < h . 那么我们的关系现在就变为 

^ a l + ra 2 + s 3^3 + • • • + = 0, 

其中 ai = a x + qa 2 , a \ = a“i > 1. 显然 {« ，…，<}将是一个生成元系，其关系 
的高满足 r < A (因为它的极小关系的髙 只能彡 r ). 

现在用下列方法来证明我们定理的断言 1). 设 n 为群 >4的生成元个数的最小 
者且{〜，•••，〜}是这样的一个生成元系.我们也可以假设它的极小关系的高为 A 
(按所有势为 n 的生成元系). 
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如果 ft = 1，那么由 b )， 生成元的个数至少减少到 n - 1，这与我们的选择矛盾. 
如果 h > 1， 那么由 c ), { ai ,-.- , a „} 可以将一个极小关系变到更小（也是势为 n 的 
生成元系）的高.该矛盾表明了， ? On } 是无关的系，从而是>1的基. 

2 ) 假设{句，…，‘}，队，…， M 为4的两 组基. 两次引用引理1，就得到 m 彡 n 
且 n < m . 于是 n = m . □ 

定义 有限生成交换群>1称 为秩为 n 的自由群且记 为如果 

>1 = F# 6 主 Z n = Z ㊉…㊉ Z. 


由一个零组成的群4的秩认为是零.自由交换群欠的任一基也称为它的一 个自由 

生成系. 

刚刚证明的定理说明， 任一有限生成无挠交换群>1是一个秩为某个 n 的自由 
群. 

事实上，如果 { a !,.-., a n } 是群4的一个基,那么任意元 a €> l 可以唯一地写成 
下列形式: a = aiai + ••• + <>„〜，叫€ Z (如果还有其它表示 a = +... + a ^ a ri ，那 

么我们有0 = a-ai = ( a 1 - a ’ 1 ) a 1 +".+( a Tl — 由此得到 a ; =⑷，…，= a n ). 
对应 

(ai, ••- ,a n ) 

显然是群 >1 与整数向量群 2” 的一个同构映射.于是4是一个秩为 n 的自由群. 

3. 有限秩的自由交换群下列技术性特征的断言大大简化了自由交换群的子 
群和商群的研究. 


定理 2 假设 S 为具有限秩 n 的自由交换群4的一个非零子群..那么在欠和 
B 中可以选择相应的基 { ai ， … ，〜} 和{6!，…， 6*} 满足6纟=爪冲，其中彡0为 
非负整教，且 = 2,3，." » < n (可能 m / c+i = = m „ — 0). 

证明在 4中选取一个基 { vu --, v n } 具有下列极值 性质： S 含有元 

bi = mit；i + s 2 v 2 + •. • + s n v n 

带有最小的正系数 rm . 这指的是，对于其它有序元％和 j 中任一其它基的选择或 
对于0中其它元 fe , 其第一个正系数都不可能小于 mi . 

我们来验证此时的 m!| 5i ,t = 2,..., n . 事实上，如果& = am ! + n ， 0 < mi , 

那么 

bi = 十 r 2 v 2 + . • • + r n v ni 

这里 ai = vx q 2 v 2 + ••• + q n v n . 易见 {々,％，••• , v n } 也是群 >1 的一个基.由 
{ t ； i ， …， v n } 的极值性推得 r 2 = = r n = 0,于是 &i = m \ a \. 
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因为 
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b’ = mia\ + s 2 V2 H - h s^Vn € B ==> mi\m\ 

且如果 = qm X) 那么 


即 


b" = V — 分 61 € <v 2 , … ， v n 〉， 


4 = 〈 a】》© B = (61) -h Bi 


其中 = rmai.Bi C A x := 〈巧，… , v „>. 

于是氏是秩为 （ n - 1) 的自由交换群烏的子群，直接对秩进行归纳，我们得 
到对于 ( A U B ,) 定理的断言成立，即在>1中存在元素 a 2 ,..., a n , 使得 

A\ = 〈勿， ... ,a n ), = (62, ••- ,6 fc >, bi = t > 2. 

而这只能是 mfc+i = m / t +2 = . • • = m n = 0. 

剩下的只需证明： mi | m 2 . 令 m 2 = 丨 + r ，0 彡 r < m , 用 a ; = ai -f ga 2 替代 ai . 
相应于群力的基 { a ；, a 2 ,--. , an }, 元素 +6 2 € S 有形式 

-f 62 = miai + (qmi + r ) a2 = mia , + ra2 - 

由此可见，当 r > 0 时，得到一个与所选基的极值性或与的选择的矛盾.于是 
r = 0. 定理证毕. 口 

在定理2的情况下，人们说及>1和 S 的基的相容性. 

推论 1秩为 n 的自由交换群4的任一子群是自由群，其秩彡 n . 

证明由定理2,在群洚 B / 0中可以选取相应的基 

A = (ai, ••- ,a„), B = (bu …， bk), = miO *， 1 ^ i ^ A: ^ n, 


其中爪 1 |爪 2 ,爪 2 | m 3 , … ( m fc+ i = • • • = m n = 0). 于是任意元 be B 可以 
写为 

6 = SiTTliCl\ + S2TTl2(l2 + • • • + Sfc77l^afc. 

如果存在不全为零的 s u s 2 、 …， Sk e Z 使得 6 = 0 ,那么我们将得到一个非平凡 
的线性相关的系 { ai ， … , a / k }, 其系数为 5 imi , s 2 m 2? ••- , s k Tn k , 这是一个矛盾，因为 
是群4的基的一•部分.于是群 B 的生成元系无关（或称 
自由)，从而 S 是秩 A 彡 n 的自由群. 口 

当 n = 1时推论1的断言，当然是我们知道 的：群 （ Z ，+) 中的每个非零子群有 
形式 m 2,它也是一个无限循环群，即秩为 i 的自由群. 
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推论2秩为 n 的自由交换群>1的任一同态像 ^04) 同构于群 


® … ㊉ ^^， O ^ k ^ n , 且 mi-dm “ 2^ i ^ k . 

证明令 S = Kev<p 是同态 p 的核. 由同态定理（第1章§4定理 2), ^( A ) ^ 
A / B . 我们来描写这个商群.为此，利用定理2,在 A 和 B 中选择相应的基.设 


A =山 © • ••㊉ B = ㊉ • •. ㊉ 5 n ， 


其中 


Ai = Za iy 


Bi = Bf]Ai = 


{ UiZai ， 当 i 彡 A :， 
0， 当 i > / b . 


无限循环群〈叫〉 = Za , 关于子群 m , a,Z 的商群或者仍是群 <叫》（当 i > A : 时)，或者 
是阶为 rm 的循环群 (ailrmai = 0), 其同构于 Z mi ，i d 
由第1章§4定理7,我们有 

A / B ^ Ax / Bx ^- • ㊉ 力 / c / B / ceA /^/ Sfcw ®. • ^ A n / B n ^ Z mi 0.. .© Z mfc ©Z © …㊉ Z . 

' * 

□ 


4. 有限生成交换群的结构定理2后面的推论实际上回答了有限生成交换群 
的基本问题.我们现在首先来证明自由交换群的一个通用的性质. 

引理 2假设 X 是一个交换群 F 的生成元的集合， | X | = n . 那么下列断言等 

价： 

i ) F = Ff 是一个自由交换群且 X 是它的自由生成 元集； 

ii ) 集合； f 到一个交换群 4 的每个单值映射 p 诱导一个同态 ( p : F ^ A . 

证明 i )=» ii ). 设，…，: r n } ，(^ X — A 因为 F 中的每个元可以唯一 
地写为的形式,所以显然，映射 

I 




是 F 到4的一个同态. 

^)=^)._在这个蕴涵关系中，我们立即知道4也是自由群，它具有势与 X 的势 
相等的生成元集{〜，••• ， a n } •如果 ^： Xi ^ ai 为按条件所说的单值映射,并且它扩 
展为一个同态 分： F — A , 那么 

SiXi = 0 ==^ ^2 s i a i = ° => Si = 0, 

t i 

即 Xly -' y X n 是自由生成元且尸 = G 6 . □ 
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显然，在引理2中集合 X 的有限性条件没有起任何作用，而且我们也没有必要 
来讨论无限集. 

定理 3每个具有 n 个生成元的交换群是自由交换群的同态像. 

证明这是引理2的一个直接推论. ' □ 

结合定理2的推论2和定理3,我们得到这一节的一个基本结果. 

定理 4 1) 任一有限生成交换群>1是二个自由交换群(其秩 r > 0) 与一个 
有限交换群的直和. 

2 ) 任一有限交换群是 A : 个阶为 rm ,... , m fc 的循环群的直和，这里 fc 为某个正 
整数 ，I < i ^ k . 

5. 分类问题的其它方法我们简略地介绍一下自由群的其它一些相关的结果. 
引理 3假设商群 

n 

A/B = ㊉ (續） 

<=1 

是一个直和，且 B 是每个子群八的直和 项：八 = B ㊉ ；. 那么 B 是欠的直和项且 



证明显然, B 和所有子群人生成假设6 + a +•••+〜 = 0 ,其中 be B,Xi e 
Ji . 将它放人模 S 的商群，得到 

xi + • • • -h x n = 0 (x = x + B). 

但是因为息 / S 是 A / B 中的直和项，所以右= 于是 ， A e B ， 即 A e ( 60 ^) = o , 
而由这推出6 = 0,这完成了我们的证明. 口 

定理 5 假设 A 是一个交换群， Z ? 为4的一个子群.如果商群 4 /B 是自由群， 
那么4是丑和自由群 F a6 的 直和 ： A = F a6 . 

证明因为是无限循环群的直和，所以由引理4,我们只需考虑这样的情 
U ： "S 2 Z . 即 

A/B = ( a ) ^ Z . 

^ O^aea (不包含在 B 中的陪集5中的一个 元). 那么元将是陪集妨的一个 
代表元， A : = 0, 士 1， 土 2,…，即 4 = □ 

定义交换群4中所有有限阶元组成的子群 T ( A ) 称为 A 的周期部分（或称挠 
子群-来自于英文 torsion subgroup ). 
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很容易直接验证 T ( A ) 是子群：如果 sa = O y tb = 0 ; a , b e T ( A ), 那么 ts ( i/a -h 
lib ) = i / t ( sa ) 4 - /xs(f6) = 0 •即 i/a + nb e T ( A ). 

引理 4 商群 4/7 X 4) 是无挠群. 

证明假设 5 = a + 了 (>1) 是 A/T(A) 中的有限阶元，即 m5 = ma + T(A) = 0, 
或者说 ma € T(A). 那么存在 neZ 使得 n(ma) = 0. 但是，如果 (nm)a = 0, 那么由 
周期部分的定义知 a € T(A), 从而5 = 0. n 

现在假设>1是一个具有 n 个生成元的交换群.已如引理中所见到的， A / T ( A ) 
是一个无挠群.它的生成元的个数显然不超过 n. 由定理1, A / T ( A ) ^ F ” 八 n ， 
是一个自由群.再由定理5有分解 

a = r ⑷㊉ F r a6 . 

于是 T ( A ) ^ A / F r ab . 这表明， T ( A ) 的生成元的个数同样不超过 n. 如果 ％•••，& 
为它的生成元且 m iai =…= m a a, = 0那么显然 T(A ) 是阶彡 ". m, 的有限群. 
于是我们得到下列断言. 

定理 6 任意有限生成交换群>1是有限交换群 T 04) 与某个秩 r 的自由交换群 
F r ab 的直和. 

实际上我们也知道（定理4)， T ( A ) 是循环群的直和.但我们想寻找其它的途径. 

定理 7 任意周期交换群 >1 可以分解为对应于不同素数 p 的 y 群 A ( p ) 的直 
和.直和项由>1唯一确定. 

证明设火 ( p) 由所有阶为素数 p 的方幂的元 a e >1组成（可能欠⑻= 0) .那么 
4{p) 是力的一个子群，这因为 p k x = 0 = p l y ; x,y e A,m = max { k y l ) => p m ( x - y ) = 
0 => x-y e A { p ). 

每个 Aip ^ + ^ A ( p s ) 中的元的阶不可能被不同于 Pl ，…，的素数 g 整除. 

于是 

>1 ⑷ n (>4(pi) + … + A ( p a )) = o. 

这表明，这些子群 4( p ) 生成一个直和 ㊉ (按所有素数 P 求和). 

剩下的只要证明，群乂由自己的 p P 分量 4( p ) 生成.假设 a e 4且 |〈a〉| = n = 
0这里 Pi 为不同的素数.设 ntnipJV = 1,…， r . 那么这些整数 ni 互素， 
从而存在某些^ € Z 使得 

t\Tl\ + • • • + t r Tl r = 1 . 


= ^G(n<a )， 

t=l 


因此， 
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其中 nja e A { pi ) (实际上， pf *( nia ) = na = 0). 于是，我们得到 a € ^4( pi)-f • - ^ A ( p r ). 
我们注意到，在任一直和分解4 = ® i ( p ) 中，不属于 A f { p ) 的任一个元不可能 

有 阶 〆 ， 于是 A f { p)D A ( p ). 反之亦然， 于是 A ( p ) 是唯一的. 口 

定理 8 (弗罗贝尼乌斯 -施蒂 克贝格 （ Frobenius-Sticke 】 berger)) 每个有限 
交换群是有限多个素數幂阶循环群的直和. 

证明 由定理7,可以只对有限尸群加以证明，而这一点本身具有独立意义. 

设>1为一个有限严群 ， a € >1是4的一个极大阶的元.那么循环群〈…是 
A 的一个直和因子. 

事实上， 令 B% A 的一个极大子群且有性质 Bd(a)=0, 那么，显然 

H :=〈5, a 》 = B 0 ( a ). 

假设//是>1的一个真子群，那么我们可以找到 : r G 4满足 : r H ， 但 pa : e // 
(如果 A € 那么可用 p ^ l x 代替 z ). 于是 

px = b + la (b£ B, I e Z), 

而且由 〆 的极大性 

p k ~ l b + p k ~ l la = p k x = 0. 

由此得到 p k ' l la = 0, 而这种情况下，即 Z = pj ， 对某个 j € Z . 现在对于 
y = x - ja 有 py = bGB; 但是 y 味 H 、 所以 (B 、 y) 包含（由 S 的极大性）非零元 
ra € ( a ). 

那么， ra = 6’ + sy;b ， e B,s e Z . 由此得 sy e B + (a) = H. 如果 p|s， 那么 
sye B,b f + 邛 = 6" € S 且 0 _ 7*a = 6" => ⑷ ¥ 0, 矛盾.于是 ( 5 ,p) = 1，且 

sy e H )P y 6 H } 由此得到 yeH, 又得矛盾.因此 >1 = //， 4 = ⑷㊉断言得证. 

现在定理 8 的证明就显 然了. 实际上，在>1中取极大阶沪的元,那么由上面证 
明的断言知 A = 〈 a 〉 ㊉ S . 对 S 继续这个过程，因为 | J 3| < |>4|，最后得到定理的结论. 

□ 

下列定理为定理8的重要补充. 

定理9如果一个有限交换尸群>1分解为两个不同的循环子群的 直和： 

i 4 i ㊉. ••㊉ i 4 r = >1 = Si ㊉- ••㊉ 
那么 r = s 且适当调整次序可得阶|4|等于|昃|. 
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证明如果= p ， 那么定理显然成立.现在对>1的阶|涮运用归纳法.为了 
方便，我们一开始就调整次序使 次和巧 的阶不增： 

A i = (««)i 1 〈叫》 |=〆 *， （ 3 ) 

Ml 彡 M2 U …> AVhl =…= Mr = 1; 

Bj = ( b j)y l( fe i>l =P l/, '» ⑷ 

"1 彡 "2 彡…彡 > h+1 = … = 心 =1 . 

集合= { px\x e A } M A 的一个子群，且它不依赖于任何分解.另一方面，如 
果 

ha\ H -+ iqCLq + • • • + i r CLr =X = ji6i + • • • + j t b t + • • • + jj ) a 、 

那么由 （3) 和⑷有 

i \( po > i ) + .•• + ig ( pag ) = x = jlipbi ) + •. • + 

于是 

(2 i ) + ••• +〈、》== 屯〉 + ••• + (6 t ), 

其中 a { = pa iy bj = pbj 的阶分别为妒- 1 和 p ^- 1 . 因为 | p > l | < 01,所以由归纳假设 
分 = f 且 /il 一 1 = 一 1,... ，〜一 1 =〜一 1,由此得到 Ml = H ，... = %•同时注 
意到 

1^<7+1 +••• + 木 I = P r ~ 7 i I 丑 t+i + ••• + = p 9 ~\g = t y 

我们得 

pMl + … = | j | = 

于是 s = r . 定理证毕. □ 

6 . 有限交换群的基本定理为了表达多样性，我们将给出有关有限交换群的乘 
法描述，即用积代替和，用因子代替加项，而转为乘法的记号.根据定理7〜9,我们直 
接得到下列基本结果. 

定理10任意有限交换群 A 是准素循环子群的直积.在任意两个这样的分解 
中，相同阶因子的个数相同. . 

鲁 

借用向量空间的术语，我们说阶为 A ，…，心的元〜，•••，〜组成交换群4的 
基是指，如果每个元 xeA 可以唯一地表示为下列形式 

x = a \ l a 1 ^ - --a*", 0^ i k < d k ， lc = 1 ， … ， r. 

当然，在这种情况下 

A = ( a x ) x ( a 2 ) x .. x ( a r ), \ A \ = did 2 • • • d r , (5) 
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且定理10等价于这样的 断言： 在任意有限交换群4中存在基，且基的元是准素阶 
的（也就是说，阶么是一个素数 p 的幂，这里 p | 0|),而且数组{山，…， 4} 与基的 
选取无关.正由于如此，数 d U …， dr 称为群 Z 的不变量或>1的初等因子.有时还 
称{山，…， d r } 为有限交换群 A 的型. 

写出所有不变量，按阶 Ml 的不同素因子排 成行： 

pr u ， pr 12 , … ， PT lk \ m u ^ m i2 < rnik ； 

pf 2l ， p 『 22 , …， p ^ 2k ； m 2 i 彡 m 22 《…彡 m 2fc ; 

• • • • • • 
p m, Jp m, 2> ... ^ p rn ak . m al ^ m a2 < . . . ^ m a/c ； 

如果在一些行中补充一些单位，那么可以认为，所有不变量的行有同样的长 fc . 

整数 


爪‘ =pr‘pn*，i = i ， 2 ，."，/：， 

称为交换群 a 的不变因式.按照排列， 

A = mim 2-- m kl I < i ^ k . (6) 

为了确信不变因式我们已经遇到过，只霈返回看看定理2的推论 2. 由展开式 （5), 
并重新写为形式 


A = (〈 an 〉 x … x ( a , i )) x ... x (( a ]k ) x … x ( a afc )), 

我们又将得到分解式 

^ = ( ui ) X ( u 2 ) x …X ( u fc ). (7) 

其直因子是阶分别为的循环群.为此只需令 

u , = a u a 2 i -- a 8i , I < i ^ k r 


且应用命题 2 或断言 （1). 

对于准素阶群 A 直分解式 （5) 和 （7) 显然是相同的，但在一般情况 T , 分解式 
(7) 比分解式 （5) 更加精练 ( A : < r ^ sk ), 而且在⑺中分出元素叫具有最高阶 
m := m fc; 群4中所有其它元的阶整除 m . 这个整数 m 也称为群>1的幂指数.一个 
交换群 >4是循环群当且仅当它的幂指数等于4的阶 Ml . 

上面这最后的结论在证明下面有关域的有益结论中起着重要作用. 

定理 11 设 F 是任意一个域， >1 是乘法群的一个有限子群，那么 4 是循环 


群. 
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证明 假如4不是一个循环群，那么由上面所说的有 m < 14,这里 m 是乂的 
幂 指数： = l , Va € A 在这种情况下多项式 - 1在域 F 中就会有超过 m 个 
根，而这是不可能的，于是 >4是循环群. 口 

剩下补充的是，还没有提到的关于具有给定不变因式 rrmr ^ ，…，的交换群 
的存在性 问题: 与前面一样，只需考虑（在加法交换群中）循环群 Z mi ，… ， Z mfc 的直 
和.给定阶为 W 的互不同构的交换群的个数也许能写为相当明显的形式.例如 ，阶为 
N = p n (p 为一个素数）的不同构的交换群的个数等于有序分解 

n = ni + n 2 + ... + ni ^ n 2 ^ ^ n^, 1 彡 / 彡 n ， 


的个数 p ( n ). 

整数函数 p ( n ) 已经在描写对称群 S n 的共板元素类时遇到过（见第1章§3习 
题 4). 阶为泸且指数为 p (即不变量为/>，••• ， p ) 的交换群称为初等交换群.对于运 
算写成加法的交换群，我们指出 pA = 0{ p 为一个素数）的加法交换群是 p 个元的 
有限域 F p 上的一个向 ffl 空间.事实上，如果我们把 F p 中的元与模 p 的剩余 类石认 
为相同 （ F p = Z p ) 并让心 z := A : a,a G >1,那么我们就得到一个 F p 在4上的作用， 
从而4就成为域 F p 上的一个向量空间.这个作用定义是合理的，因为【= P 推得 
(k - fc 7 )a = l ( pa ) = 0.>1分解为循环子群的直和在向量空间中对应到一维子空间的 
直和 （[BA II ]第1章，关于基的定 理). 于是 

A2 Zg = Z p ㊉ ".eZ p . 

对于 n = 2 子空间的一维基的选择有多少种呢，由第1章例子看到： Z p 2 有 

p ( p + 1) 种. 

例4作为例子列举阶为16和36的所有交 换群： 

Ml = 16 = 2 4 ? p (4) = 5, 

A ㊉ &， A ㊉ 之 4 ，之 4㊉ & © A, % = & ㊉ Z 2 © & ㊉ &， 


| 川= 36 = 2 2 .3 2 

初等因子 

不 变因式 

A ㊉ 包之36 

4,9 

36 

么2 ㊉ 之 2 ㊉ A 2么2 ㊉ 之18 

2,2,9 

18,2 

A ㊉ 么3 ㊉ 名 3包么3 © 之12 

4,3,3 

12,3 

Z 2 ㊉ Z 2 ㊉ & ㊉ 么3 9之6 © 名6 

2,2,3,3 

6,6 


例 5 我们来将群 z 72 ㊉ 写成不变因式对应的分解.首先将它的每个循环加 
项表示为准素循环 分量： 


^72 == 么 8㊉ 之 9, 之 84 = Z 4 ㊉ Z 3 ㊉ Z 7 . 












• 60 • 


第 2 章群的结构 


进一步将整个群写成按每个素数 p 合在一起的准素分量的分解： 

Z72 © 之 84 =( 么 4 © 之 8)㊉ （么 3㊉ 之 9) © 之 7 

(即西罗 P 子群的直和).现在再在每个准素分量中各选出一个最小阶的直和项，并对 
余下的加项重复这个过程得到 

Z 72 © 々4 =(之4 ㊉ 么3) ㊉ (么8 ㊉ 么9 ㊉ 么7) = 2*12 ㊉ ^504- 

如果对群 z 36 ® z 168 进行上面同样的进程，那么会得到类似的结果.于是 

Z 72 ㊉ 义 84 = 之 36㊉^168 

(严格地讲，应该用3代替等号).特别地，我们指出两个群的指数等于 504. 

习题 

1. 证明： 在有限交换群>1中，对于任意 d\\Al 至少存在一个阶为 d 的子群（拉格朗日定理的 
逆). 

2. 证明： 在适当的次序下，交换群的任一子群的不变设是群的不变 a 的因子. 

3. 如果>1 © 4 B ㊉ 这里4和 B 为有限交换群，那么 A 空 B . 

4. 如果牵月，(7是有限交换群且空月 © C , 那么4白/?. 

5. 如果一个正整数 n 不能被> 1的整数的平方整除，那么任一阶为 n 的有限交换群一定是循 
环群. 

6. 写出阶为72的所有不同构的交换群. 

7•群 Zl 2 ㊉ 名72与名18 ® 么8同构吗？ 

8. 试用整数矩阵（系数属于 Z 的矩阵）的语言准确地表达并证明有限生成交换群的定理.在这 
样的矩阵上用适当的方法进行初等变换. 

9. 证明 ： 秩为 n 的自由交换群的子群的指数是有限的充分必要条件是 rank A = n . 

§4 线性李群 

1 . 定义和例子^形式地说，一个赋予群结构，同时具有一个光滑映射，即乘法 
( x , y )^ xy 及取逆元 : r ^ X - 1 的微分流形 （ C 2 或甚至 C °° 类，光滑的)，称为 李群. 

李群 G 到李群//的同态 电 •• G — H 同时要求一个流形到另一个流形的映射 
的光滑性.对于李群的同构、自同构的概念有同样要求.常常遇到的是实流形和复 
流形以及相应的实李群和复李群. 

因为流形的构造表达是以拓扑为前提的，所以李群是拓扑群.这表明，积和 
取逆厂 1 在给定的拓扑中是连续运算.拓扑空间的连通性、局部连通性和紧性的概 
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念将认为是熟悉的.特别地，一个群称为紧的，如果对于相应的拓扑空间，博雷尔-勒 
贝格 （ Borel - Lebesgue ) 定理成立. 

严格的李群定义，合并了通常群的概念、拓扑空间的概念和微分流形的概念，比 
较复杂.并且李群的定义假设了 //是一个子流形（新概念)，规定在单位元 （e e //) 
的邻域用 G 上的局部坐标它们满足方程组 

/i(xi, ••- ,x n ) = 0, 1 $ t < m. (1) 

认为 

rank (勤， m . 

在方程组⑴上这个条件，用平移变到任意点 heH , 给 H 提供了 （n - m )- 维流形 
的结构.同时指出，李群 G 常常在单位元 e e G 的适当邻域被局部地研究.详细研 
究这些是出格的，因为我们的兴趣是典型线性群，所以这一章从刚一开始可以认为 
它们是李群，而对许多一般定义置之不理. 

例1 ( R '+) 是李群. 

例2设 V 是只(只= R 或只= C ) 上的一^有限维向量空间.我们知道向量空间 
V 的自同构群 Aut K 是具有条件 det 〆 0的 Hom ( V , V) 中的一个开子集.所以 Aut V 
是一个光滑流形.自同构的自然合成是一个光滑映射：如果4 = ((^),5 = ({^)，那 
么力 B = C = ( a k ), 其中以=& aij b jk . 类似地，映射 x ^ or 1 是光 滑的： 只要回 
忆克拉默 ( Cramer ) 公式.于是 AntV 是一个维数为 n 2 的李群.它在只上的矩阵表 
示我们采用符号 GL ( n ，^ 或 GL n (只) . 

例3对于群 SL ( n ^), 方程组 （1) 简化为等式 

detX = 1 ，X = ( x ^) 6 GL ( n ， 只)， 

显然满足条件 d(det X)/dx u \x=E = l - 因此 SL ( n ^) 是一个 （ n 2 - 1) 维李群. 

例4由 [BA Ilj 第3章知，正交群 0( n)c GL ( n ， R ) 由数量为 m = n(n + 1)/2 
个下列双线性关系给定 

= 6ij. 

k 

容易验证，变讀为 x 9 ty s ^ t 的矩阵 [ dk / dxA 的 m 阶子式在点 E 不同于零.这表 
明 0( n ) 是维数为 n 2 - m = n(n - 1)/2 的李群. 

在单位元邻域与 O ( n ) —致的子群 SO ( n ) 也有同样的维数.更准确地说，作为 
拓扑空间 0( n ) 被分解为两个连通 分支： 一个包含 E ， 另一个包含显然，对于任 
意矩阵 X € 0( n ), 有 detX = 1. 
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例5在 [BA II ]第3章中，酉群 U ( n ) C GL ( n ， C ) 的定义会与群 0( n ) 的定义 
类似，如果在 GL ( n ， C ) 上看成关于 2 n 2 个参数的实数群上的话 . n(n + 1)/2 个半拓 
扑关系的实部和虚部的划分产生 2 n(n - 1)/2 + n = n 2 个光滑函数.对应的矩阵在 
点 X = E 的秩也等于 n 2 . 因此 U ( n ) 是维数为 2 n 2 - n 2 = n 2 的李群. 

因为 detX = e'X e U ( n ), vP € R , 所以 SU ( n ) 是一个维数为 n 2 - 1 的李群. 

2 .矩阵群中的曲线在拓扑线性空间中谈论曲线、切向量等是有意义的.在 
分析和几何中有限维实向量空间 K 中的曲线被理解为一个连续映射（函数 ） r : 
( a ,/?) — 其中 （ a ，/3) 为 R 中一个区间.比如，曲线 p ^ (cos ( p ,sin < p),(p e [0, 2 n ) } 
其实就是中心经过直角坐标系原点的单位圆.当然， V 常常被賦予仿射空间或欧几 
里得空间的结构.令 K = ( e 1? ... , e n ). 以参数式= (7 i (« i ),-*-,7 n (0) 给定一个曲 
线，这里，对任意 i = 1，…， n ， 7 #) 是实值函数.曲线 r 在点 te ( a ，/3) 是可微的，如 
果所有 7 i ( t ) 可微，即存在导数 ■，… ，乂⑷且 

是 k 中唯一确定的向 fit , 其称为 r 在 r t 处的切 向量或 在时间 f 时的速 度向量 .下 
面我们将讨论光滑曲线 r t , 为简单起见，将函数和它的值混为一谈. 

现在令 V = M n ( R ) 或 M n ( C ), 并将它们分别看作为维数为 n 2 和 2 n 2 的向 M 
空间.我们将认为空间= R 或 C ) 上的曲线 r t 实际上整个地在矩阵群 
G C M n ⑻中，即 r t eG f Vte ( a ，/3). 于是，自然地谈论群 G 中的曲 线或群 G 上的 
曲线.对于任意 < =心应当淸楚地想象 A 。 是 n 2 - 维矩阵空间中曲线的一点.如果 
A t = ( a ik ( t )) t B t = ( b kJ ( t )) : ( a ,/?) 一 G 是群 G 中的两个参数曲线，那么可以定义它 
们的乘积 G = A t B t : 


c t = ( 〜⑴ ) ， 〜 ⑴ := ^2 a ik{t)b k j(t), t € ( a f /3). (2) 

k=l 

我们首要的任务是去研究在典型矩阵群中所有经过单位元 f ； 的可微曲线的集 
合，和在选出来点的曲线的所有切向量的集合. M n ( C ) 可解释为维数为 2 n 2 的实空 


定理1 假设 GcGL ( n ， 只）为一个矩 阵群， 那么下列断言成立. 

i ) 如果 A u B t : (a,/3) — G 是 G 中的两个可微曲线 ，那么它们的积 C t = A t B t 
同样是可微的且 

= = A[B t + A t B[. 

ii ) 令 ： T = L ( G ) 是 G 中 曲线斗 （满足 扁 = £；) 的所有 切向量 4 的集合（在参 
数 t = 0 的小邻域内).那么 L ( G ) 是 M n ( R ) 中的向量子空间. 
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证明断言 i) 从定义关系 （2) 直接微分得到. 

ii) 设 e T . 那么 （>1S) 0 = A 0 B 0 = EE = E , 且由 i)， 在 r 中包含向量 
{ ABY 0 = A f 0 B 0 + AB f 0 = A f 0 E + EB f 0 = % + B &. 所以 r 是一个加群 • 

如果现在 A 是一个纯量且 A；) e r， 那么我们来看在 t = o 邻域的曲线尽= x At . 
显然 Bo = Ao = E , 而且可微且风=入 Afj. 因为由条件 BGeT ， 于是 A% € 7\口 

定义 向量空间 T = L(G) 称为群 G 在点£；的切空间. 

例6设 G = GL(n，R). 因为 det : G — R 是一个连续函数且 det £； = 1,所以 
可以指定一个小 e > 0和一个中心在 E 点的半径为 e 的球体，使得在这个球体中的 
每个矩阵4满足不等式 det >1 一 0,即>1 € G. 现在对于任一矩阵 S e M n (R ) (即对 
于 n 2 维实向量空间中的任一向撤),我们用下列等式定义 M n (R) 中的一个曲 线尽： 

B t = tD + E . 

我们有 So = E , B f 0 = B, 而对小的 t ， B t 属于 G , 于是，切空间 L(GL(n,R )) 等于 
M n (R) 且具有维数 n 2 . 类似可证，切空间 L(GL(n，C)) 在 R 上有维数 2n 2 . 

例7对于群 SL(n，R), 我们应该在中心为£；点的 e- 球体中选择具有 det A = I 
的矩阵牵而对于迹为零的任一矩阵 S € M n (R) 和小参数 t， 利用矩阵指数 ([BA II ] 
第7章 §1) 来定义曲线历： 


B t = exp ( tB ). 

于是 Bo = E ， B’ t = Bexp(tB),Bo = B,det B t = exp(tr(tB)) = 1 . 这表明，切空间 
L ( SL ( n , IR )) 有维数 n 2 - 1. 

例 8 由例4可见，流形（李群）的切空间 O ( n ) 和 SO ( n ) 在点 E 是相等的.现 
在令是 SO ( n ) 中的任一曲线，其在五点的切向量为坪.因为由定义 B^Bs = E , 
所以微分法导致关系说+ = 0,这表明，任一切向量是斜对称的. 

另一方面，如果 >4是一个任一斜对称矩阵，那么从£点 （ A ) =瓦）引出的曲线 
水= exp ( M ) 在 E 点的切向量％ =克曲线小的每个点是一个行列式为1的正 
交矩阵 ([BA II ]第 7 章). 于是， L ( SO ( n ) = so ( n ) 是一个维数为 n(n - 1)/2 的空间， 
它由所有斜对称矩阵组成. 


例9在酉群 U ( n ) 的情况下，替代 fio ( n ) 的是 （ R 上）斜埃尔米特矩阵的空间 
su ( n ), 并利用在例8中的方法讨论，我们能够确信 L ( U ( n )) 有维数 n 2 . 

线性李群的维数早先的定义为给定的基本微分流形的无关参数的个数.现在我 
们看到下列定理正确. 

定理 2 假设 G 是典型线性李群 GL ( n ， 只), SL ( n , 只)， 0( n )， SO ( n )， U ( n )， SU ( n ) 
(这里只= R 或只= C ) 之一， L ( G ) 是它们在 £； 点的切 空间. 那么 dimG = dimL ( G ). 
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第 2 章群的结构 


证明对照例2-5, 6-9 即得. 口 

讲了定理中的一些群，本当接着补充讲辛群，但为了叙述简单起见，我们约定省 
去它. 

3. 同态的微分在群//中的曲线（巾。 r) t = 适合矩阵群 G 和丑的任. 

一同态 g — //和群 G 中任一光滑曲线如果所有曲线屯。 r t 光滑，那么同态少 
自然称为光滑的. 

定义规定 

d^(r f 0 ) = (^ory Qy ⑶ 

那么矩阵李群的光滑同态 电： g — h 和 g 在表 e 的切向量可以认为与丑在 
e 的切向量 d^>{r 0 ) 一致. 


等式 （3) 所给的映射他： L ( G )- L(H) 称为同态$的微分或切映射. 


定理3在矩阵群中下列断言 成立： 

i ) 群同态的微分是切空间的线性映射. 

ii ) 如 果少 ： G — //， 少 ： H 为光滑同态，那么 

d (料 ） = (W 卜抓 

iii ) 光滑同态$ : G — 给出线性同构帅 ： L ( G )- L(i/), 并且 dimG = dim //. 

证明假设％,风 el ( G ) weR ， 那么 

d^A' 0 + O = ($ o(M + ^B)Y 0 = o >1) + i /($ o B)Y 0 

=/ x (^> O A)q + o B)o = ^^( Aq ) - f - 1/d 伞 (B’ 0 ). 


这表明断言 i ) 成立. 

为了证明 ii ), 我们首先指出，合成是一个光滑同态，于是表达式 d ( 屯少） 有 
意义且 

d (屮伞 )«) = o A ) f 0 = d^(^oA ) f 0 =d^o 

最后，抑 的同构性由下列考虑得出.因为是一个恒等映射，所以由 ii ) 有 
恒等映射神- 1 •拙： L(G) — L ( G )， 于是拙是一个单射，而 d 旷 1 是一个满射.但 
是同样也是恒等映射，于是 d 旷 1 是单射，而 d 少 是满射.这给出了所有需要 
的证明. □ 

我们不加证明地给出有关李群的下列内容丰富的定理，详情请读者参看 [341. 

定理4连通李群到任意李群的同态由自己的微分唯一确定. 




§4 线性李群 


4. 李群的李代数由 [BA III 我们已经知道什么是李代数 £. 因为£中元素 
x 、 y 的积采用符号 [ x , y ], 那么对于李群 G 中元素 g , h 的换位子我们通常用符号 
( g , h ) = ghg ^ h - 1 来表示.回想一下，李代数的括积（或称换位子）对每个变董是线 
性的，括积也是斜对称的且满足雅可比 (Jacobi) 恒等式 


[[ x ， yj ， z ] + [[ y ， z]，xj + [[ z , x ], y ] = 0. (4) 


由例6〜9和 [BA II ]第7章，我们知道，典型线性李群的切空间具有李代数的 
结构.不过，可资借鉴地看看群的通常乘法与对应的李群的括积之联系，以及在一般 
情况下，与李群的联系. 

假设 G 是一个具有单位元 e 的连通李群， L ( G ) 是 G 在 e 点处的切空间.由 
e : go = e = h 0 引出的曲线 guh s ,0^ s , t ^ 1,的切向 M %,吣€ L ( G ) 在 G 上的换 
位子 W ， 吣1用下列关系定义 • 

Wo^ol := • ⑼ 


置 

我们看到， /( 纟,0) = 6且 


/( M ) =(仍人)， 


e L(G) 

是曲线 q •• s — f ( t 、 s ) 的切向 M , 而 

一 

是空间 L(G) 中曲线 W 的切向量.群 G 具有坐标（: n ， …，〜）与（的，…，2/ n ) 的 n 
维元的换位子 (r t ,A s ) 可以通过可微函数 fi ( x u … , x n , y lt .-.， i / n)(l 来表 

示.函数力的形式完全由群确定而不依赖于具体的元素，因此，对于换位子 [ g f 0 y h f 0 ] 
我们有下列明显的表达式 

bo.^o] t = Z ； ^ [go)j (h' 0 ) k . ⑹ 

由 （6) 可见，在 （5) 中的偏导数不依赖于坐标的选取，而换位子关于每个变量是线性 

的. - 

如^采用容易验证的关系 （ ci , b ) = ( b , ar \ 那么可以证明，换位子 （5) 是斜对 
称的. 恒等式（ 4 )证明起来有点困难，但是如果改为考虑线性李群（不一定是典型 
群)，即令 L(G)C MM A = R 或只= C ， 那么事情就简 化了. 对于任意两个矩阵 



X,Y e L { G ) (它们是曲线 exp ( tX ), exp ( sY ) € G 的切向量)，直接计算幂级数，并精 
确到次数为3的项，有 


*2 „2 

exp { tX ) exp { sY ) = E + tX + sY tsXY + - X 2 + — Y 2 + … € G , 


于是 


( t 2 s 2 \ 
( cxp (« X ), exp (5 y )) = (£； + 亡 X + + tsXY ^- - X 2 + yP + ••• j 

x + tsXY + yX 2 + jV 2 + … ) 

=E + ts(XY - YX )- {- t 2 sU ( X , Y , t , s ) + ts 2 V { X , YXs ), 

其中 d G g XtY U { X , YXs )^ 3 1 deg xy V { X 1 Y , t , s )^ 3 . 现在由公式 （5) 得到 

[ X , Y ) = ^( E + tsiXY - YX ^ sUiX , Y , t , s )+ ts 2 V ( X , V , t , s))\ tw0 = XY - YX , 

也就是说，由抽象方式定义的换位子 [ X , r ] 变为我们以前采用的自然表达式[ X , y ] = 
XV - YX . 

雅可比恒等式对于这样括积表达式也满足.于是我们得到 

定理 5 任一线性李群的切代数由具有括积 [ X . Y ] = XY-YX 运算的李代数 
的结构所提供. 

5. 对数 对于足够接近 E 的任一实 n x n 矩阵 X 所确定的对 数映射 

… + ! + •••， ⑺ 

给出了矩阵群中的指数映射 exp : L ( G ) — G . 为了证实这一点,我们令 Y := X-E = 
( Vij ), 并认为|糾| < e . 简单的对 fc 归纳可知 \(¥%\ ^ 于是对于⑺式屮两 

个相邻项的模关系，我们有 

|(y fc+1 ) 0 -| k n k e k+l k 

- - -- - - — - c* 

\{ Y k ) ij \ k + ln k - l e k _ fc + 1 

因此，对于具有 |(X - E )^ < l / n 的任意矩阵 X ，列 （7) 收敛. 


定理6 假设％是尺在 A / JR ) 中的一个邻域，其中定义了映射 log , 而％为 
零的一个邻域满足 exp ( f / 0 ) C U Ei 那么 

i ) explogX = X ， XeU E \ log exp r = Y y Y e U 0 . 

ii ) 如果 A y B 可交换且邻近于£，那么 


\ og ( AB ) =logA + log B . 


§4 线性李群 
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证明 i ) 与数的情形没有什么区别.对于 ii )， exp ( log ( AB )) =AB = ( exp ( log ( A ))- 
( exp(log B )) = exp(log A + log B ). 剩下的是运用 exp 在 0 附近的双射性. 


个别说明 1) 称光滑同态 a •• R — G 为线性李群 G 的单参数子群.因为 
a ( t ) = ( cx ( t / n )) n t 所以 a 由自己在0 € R 附近的值所确定•在 [BA II ]第7章，由 2 
阶方阵 >4所确定的单参数群 a : t ^ exp ( M ) 的例子，在某种意义讲是一般的，因为 
曲线 exp ( M)^e L ( G )， 局部地生成 G . 

2) 在李群的线性表示下 理解可微同态4>: G — GL ( V ), 其中 V 是 R 上或 C 上 
的向量空间.矩阵的系数按定义是 geG 的一个可微函数，在 G 和 V 中的具备 
实结构或复结构有一些不同的表现方式（参见，例如， llj ). 紧李群的线性表示实际上 
由对应的李代数的表示所确定.在第3章中群 SU (2) 和它的李代数 S u (2)( 第4章) 
的描写是很好的例证. 

习题 

1. 证明：对于群 GL ( n , R ) 的每一个单参数子群 a , 存在一个矩阵>1 € A / n ( R ), 满足 a (0 = 
exp ( M ). 

2. 给定线性李群 G 的李代数 L ( G ) 的自同构，其自身也形成一个线性李群 Aut ( L ( G )). 如果 
n 是 Aut ( L ( G )) 中的某一个曲线，那么 r t [ a , b ] = [ r t a , r t b ]. 在 《 = 0 时的微分，采用记号 

V = { ft rt ) t=0 (认为 r o = 句， 


得到 

P [ a , b ) = [ Dbl , b ] + [ a , X > b ], 

该关系允许我们称 I > 为李代数 L ( G ) 的微分.这个槪念我们已经在 [BA II ]中见过. 
证明： 如果是李代数 L ( G ) 的傲分，那么 expV 是它的自同构. 




第 3 章表示论基础 


在给出群的线性表示理论的准确定义之前，我们首先讲两个问题. 
问题1在 m 次实齐次多项式 

f ( x ， y ) = a 0 x m + aix m_1 y + …+ a m - ixy m " 1 -f a m y m 


(或简洁地说，多项式函数 ( x y y )^ f ( x , y )) 组成的 （ m + 1 ) 维空间中，由偏导数 
带来2维拉普拉斯方程 




(*) 


的解的集合（见 [BA I ]，第6章§ 1习题 9). 拉普拉斯算子 △ = ^ + g 满足 


A ( a / + 0 g ) = aA / + f 3^ g y Va , /3 € R . 


因此方程 （*) 的解构成空间的一个子空间直接验证知 

m —2 

△/ = E [(m - k)(m 一 fc - l ) a fc + (fc + 2)(/: + l ) a k +2 ] x m ~ k ~ 2 y k . 
fc=o 

于是， 


△/ = 0 <=> (m — k)(m 一 Ic 一 l)a/t 4- (A: + 2)(fc + l)a ^ + 2 = 0, 0 ^ A; ^ m — 2, 

且所有系数叫可以由它们中的 2 个 表示，譬 如说，由 a 0 和 a 〗. 因此， dimH m ^ 2. 
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然而两个线性无关的解可以随之确定.事实上，按照算子 △ 的线性作用扩充到 
复系数多项式，我们有 

A(x + iy) m = m(m — l)(x + iy ) m ~ 2 + imi(m — l)(x + iy ) m ~ 2 = 0， i 2 = -1. 
区分实部与虚部,得到 


由 


于是， 


(«， 2/) = (^ + iy) m = u m ( x , y ) + iv m ( x ， y )， 


Au m + iAVm = AZm = 0 => Alim = 0, 


= (u m {x,y) 1 v m {x,y)) R . 

现在将 rr ，2 /解释为具有固定直角坐标系的欧几里得平面 R 2 中向量的坐标，我 
们来看在坐标的正交变换（即平面 R 2 绕原点按任意角 0 的旋转）下所发 生的： 

x' = ^$(x) = xcos 6 — ?/sin 6 y 
y ， = ^e(y) = xsin 6 + ycos 0. 

由分析（对于多项式易于验证）中所熟悉的复合函数微分法，我们有 


d 2 f 

d^l 

dy 12 


d 2 f 

W 

— dx 2 


6-2 
0 + 2 


d 2 f 

dxdy 

d 2 f 

dxdy 


0 • sin 0 + 


d 2 f 

Y 

00 


0、 

o , 


由此得到 


d 2 f , d 2 f 护 / • 护/ 




这就是说，方程 （*) 在变 M 的正交变换下，或者说，在群 SO (2) = {%}的作用 
下，是不变的.其中，多项式 tx m ( 〆 ， ?/)，〜( 〆 , 〆 ）是方程 （*) 的解且它们本身可由 
um ( x , y ), v m ( x , y ) 线性表示.于是，群 SO (2) 作用在拉普拉斯方程的解空间上.在这 
种情况下，人们谈论群 SO (2) 的2维实线性表示 

$ (m) : h-4 $( m )(0). 

再转回复多项式，我们注意到 


x ' + iy 1 = xe l ° + iye 10 = e^(x + iy ). 
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保留复化线性算子以前的记号，我们有 

少(叫(0) ： - 4 = 一％ m . 

这种所谓的群 S 0(2) 的一维酉表示 : ^ - e *^, m € Z , 在分析中扮演着重要 
的角色. 

我们看到，作用$诱导群 S 0(2) 在整个空间 V m 上的一个作用，从这一角度看， 
是的一个不变子空间. 

问题2对可能出现的有机化合物的个数的估计，例如，化学中环状碳氢化合物 
的数量，可归结为下面日常生活中的一个抽象问 题：由 个不同颜色的无穷多个珍 
珠中可以制作多少个不同的长为 n 的项链？ 



让我们来试图（步 G . Polia 的后尘）来回答这个问题，如果我们认为项链是有方 
向的，那么倒置后的项链一般讲被认为与原先的不同. 

我们注意到由 n 个珍珠穿成的串一般有 f 种样式 （具有 ^个生成元的自由群中 
长为 n 的字的个数).在每一串上循环排列的珍珠可作为具有生成元 a = (12 … e 
&的 n 阶循环群作用在这些串的集合上.将这些串的 〈 a > 轨道自然地看成为一 
个项链，或者，也可以这么说，是某一个同心圆的集合（图 4). 这第二种解释更明了. 
这个群与一个同构相联系 



这个同构我们在前面已经遇到过，它在后面将被称为群 <(7> 的2维线性实表示.所 
求的项链的个数 r 由第 1 章 §3 习题 8 中的公式表达.如果 d|n, 那么阶为 n/d 的元 
〆 保持那种的线段（和项链）不动，这些线段由长为 n/d 的 d 个周期组成（参见 [BA 
I) 第 4 章 §2 习题 12, 13) .因此 N(a d ) = q d ，而 N(a k ) = 其中 m = g.c.d(n ， k) 





§1 线性表示的定义和例子 



为 n 与 k 的最大公因子. < p ( n / d ) 个被加数（这里 p 是一个欧拉函数）恰好与和式 
E 释 fc ) 中满足 g c . d ( n , k ) = d 的值 N ( a k ) 一致.于是 

k 

㈣ 

d\n 

借助于通常的二面体群的二维线性表示，使得转动这些不同的（标定方向的）项 
链与 a * 中其余元素（看作相同）相关.试想办法独立地做这些. 

不仅在以上所考虑的例子中，而且在现实的物理问题中，群的线性表示作为对 
称的反映自然而然地出现.相应地，表示论的思想和语言是非常自然的.比如 § i 中 
所举的例子就关系到一些人所共知的问题，似乎并没有什么新的东西.同时，它们同 
出现在“一个屋檐下”的事实本身也会使人产生一些有益的联想. 

研究群表示有双重目的： 1) 纯粹数学目的，多多少少地希望利用补充方法来研 
究群 本身； 2) 应用目的， 譬 如说，群表示在晶体学和0子化学中有明显的贡献.这两 
方面实际上都没有反映在本章.本章的目的很简单，就是通过我们易懂的线性代数 
和群论基础来讲讲群表示的一些基本内容. 

§ i 线性表示的定义和例子 

1. 基本概念严格地说，当我们在第1章§2介绍群在集合上的作用时，我们 
已经讲了群表示.现在我们取域 K 上的 n 维向 W 空间 V 作为一个集合并且在所有 
K — V 的双射变换群 S [ V ) 中选取一个子群 GL ( K ), 它是 K 上可逆线性箅子群（即 
向设空间 K 的自同构 群). 显然，对于 V 的任意一组基 （ ei ，…，〜)，群 GL ( V ) 在这 
组基下产生一个通常的矩阵群 GL ( n ， A ：)， 它可以被认为是线性空间 A ： n 的自同构群. 
在这种情况下，每个线性算子 *4 e GL ( V ) 对应一个矩阵4 = ((^)满足 

n 

Aej = y ^ aijej , € K , det >4/0. 

i=l 

定义 1 设 G 是一个群•任意同态伞 ：G — GL ( V ) 称为 G 到空间 V 的一个线 
性 表示. 一个线性表示称为忠实的，如果表示的核 Ker < l > 由群 G 的单位元组成；一 
个线性表示称为平凡表示（或 单位表 示)，如果对亍所有 g e G , ^( g ) = £为单位算 
子. 维数 dmiV 也称为表示的 维数. 当尺= Q ， R ， C 时，那么，相应地称为群 G 的有 

理表示、实表示和复表示. 

于是，线性表示实际上是一个由一个表示空间 K (或称 G - 空间）和一个同态 
巾 ： G — GL ( V ) 组成的对（少， V ).由定义知 


$( e ) = £ 为单位算子， 

电 ( gh ) = ^( g )^( h ), 对于所有 g , heG . 
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对于线性算子 ^( g ) 在向量 veV 上的作用,我们规定一个记号 g * 〃，那么按照 
线性算子的性质，我们有相应的关系 

g*(u + v ) = g * u -^ g * v , u,v € V } 

g * { Xv ) = X{g * v ), \€ K , ^ 

6 本 t ； = V, 

( gh ) *v = g *( h * v ), 

这后面两个等式是上面有关 0 的两个等式的另一种表达形式（对比第1章§3第1 
目 i )， ii )). 在线性表示（$， V )中关系⑴首先突出了 G - 空间 K ， 出于某种原因，这 
样有方便之处（例如，当 V 不是抽象的线性空间，而是某个它的具体实现). 

另一方面，线性空间 V 也许不出现.如果线性表示可直截了当地解释为群 G 到 
矩阵群 GL ( n ， A :) 内的同态钇我们仍然有但这里的％是一个非退化 
矩阵，且 h E 为单位矩阵.从计算的角度，线性表示的矩阵解释是更加可以接受 
的，但矩阵解释较少不变 ffl 且失去了空间的直观性.然而重要性在于它能自由地运 
用（不复杂）由 G - 空间到矩阵以及矩阵到 G - 空间的技巧. 

关于这种联系，由线性代数课程 [BA II },我们知道，同一个线性变换在不同基 
下的两个矩阵 >4， S 是相似的：0 = CAC - 1 (这里 C 是一个基到另一个基的过渡矩 
阵). 在表示中，当我们谈到线性算子群,对于基的依赖性有如下定义 

定义 2 —个群 G 的两个线性表示 （屯 称为 等价的（同构的或相似 
的)，如果存在一个向量空间的同构 a : V 对于所有的 g eG ， 使下图 

V —W 

V IV 


为交换图，也就是说， 

少 ( 没 )a = (7^(g), geG, 

或者，等价地说 

^(g) = (T^(g)a^ 1 ( 2 ) 

(比较第1章§3习题1中所给出的群在集合上的作用的等价性的定义).有时我们 
将两个等价的表示记为«屯，而对于不等价的表示记为$兴屯. 

我们也给出定义2的两个不同的说法. 

a ) G - 空间的术语假设 G 是一个群 ，V : ^ IV : ( ff 1 w)^pcw 为具 

有满足条件 （1) 的作用*，◊的两个 G - 空间.如果 


goa(v) = a(g * v) 


( 2 ') 
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对于所有 geG ^ avev 成立，那么向量空间的同构 a : y — w 是 G - 空间的同构. 
此时也称映射 a 与 G 作用可交换. ^ 

b ) 矩阵术语如果 V = ( v lr -,Vn),W = <奶，…，犯 n 》 且 电 g 、％ 为线性算子 
^9)^(9) 在相应基下的矩阵,那么等价于条件 （2) 有下列形式 

^ g = C^ 9 C-\ (2") 

这里 C 是某一个非退化矩阵，同样对于所有 geG . 所有考虑矩阵的系数属于同一 
个域 A ：. 

(2〃） 式所表示的矩阵的相似关系是一个等价关系，它把 M n (K ) 划分为互不相 
交的类.相应的群 G 的表示被分解为等价表示类.后面可以明显看到，等价表示类 
对于表示论是有益的而且是基本的. 

我们再将目光转到线性代数教程，我们希望能更直观地表示群在空间 V 上的 
作用 $( G ). 对于 V 上的线性算子 义 ： V — V 可能存在一个不变子空间: u € 
t / =» dtx e f /. 将 t / 的任一基 ( e ir .. , e fc ) 添加向 M 成为整个向空间 V 的基 
V = ( ex ,... , e fc , e fc+1 ,... , e n ), 我们看到算子 >1 在基 (e ly --,e n ) 上的矩阵为具有下 
列形式的分块三角矩阵 

a ={ A oa ：)' 

其中牵 对应于不变子空间 [/, 而4对应于商空间 V/U. 如果烏是一个零矩阵，则 
4 是两个分块矩阵的直和，而 V = [/ ® W 是两个不变子空间的直和. 

只要域尺是代数闭域，那么4的真不变子空间的存在性总是有保障的（参见 
(BA II )).例如，如果 K = C, 那么取向 ffl t ; e / 0,使= Av ， 这里 A 为矩阵 

f A {t) = \tE - 火| = P - ( tr 攀- 1 + … + (-1 广 det a 

的特征根 （>1 是线性算子4的任一矩阵).我们可以选取 K 的一组基使>1有三角形 
形式: 

/Ai * 

入2 

乂= • , 

I 0 A n / 

其对角线上的元素 A !, A 2 ,..., A n 就是特征根.一些更为精细的分析可以将>1化简 
为若尔当标准形 J(A) (参见 [BA II ])，即为若尔当块（它是一个 m x m 矩阵， A 是乂 
的一个特征根） 

/A 1 0 ••• o \ 

J 一 0 … M . 


\0 0 0 …\) 
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的直和. 

如果形==£ :， 那么对于矩阵4的每个若尔当块 J m ， A ， 我们有 A = £；为一个 
mxm 单位矩阵,显然，这只能是 m = 1且 A 为1的 g 次方根（前面假设了尺= C ). 
这表明，对于某一可逆矩阵 C 


A g = E=^ CAC- 1 = 


广入1 

0 

入2 


0 

• 

• 

An ) 




而这本身也可以由更简单的可对角化的判别准则 得到： 当一个线性算子4有一个矩 
阵4和无重根的特征多项式/ >4(0 = P - 1，则4可对角化. 

在转到线性算子群时，对于个别线性算子 V 的考虑是有 

益的. 


定义3 设 （$， V ) 为群 G 的线性表示.子空间 U CV 称为对 G 不变的 （或对 
G 稳定的)， 如果对于所有 u£U 和所有 geG 、 我们有 ^( g)u e U . 零子空间和 1/ 本 
身是平凡的 G 不变子空间.只有平凡不变子空间的表示称为不可 约的. 一个至少有 
一个非平凡的不变子空间的表示称为可 约的. 


按上面所说，当表示⑼， V )可约且 K 有不变子空间 C 7 时，空间 V 有一组基，在 
此基下，对于所有 g € G , 有一个相关的矩阵 


因为且 %{ U ) C U y 所以映射%定义了 {/ 上的一 
个表示，称之为0的子表示.同样可以在商空间 K / f ； 上定义表示.它称为商表示, 
并对应于矩阵 ^ y geG . 

如果在 V 中可以选择基使得 （4) 中的所有矩阵％为零，那么就称表示$可分 
且少 =V + $〃为直和 • （中， K ) 能分解为直和只有当不变子空间 UCV 有一个补不 
变子空间 W 满足 V = t / ㊉ 州为子空间的直和且少 ([/) c U , ^>{ W ) c W . 在这种情 
形下 ，V = 4>| t /，$〃 =少分别为$在 f / 和 W 上的 限制. 

线性表示 (^ V ) 称为不可分的，如果它不能表示为两个非平凡子表示的直和. 
同样地，可定义不可分 G - 空间 K 

如果可能，将等继续进行这种不变子空间的直和分解，最后我们得到 
V 的一个不变子空间的直和 K W ㊉ … ㊉V ；(相应地有一个表示的直和少= 
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$(!)+...+$( r )). 这时适当选择 V 的一个基，那么线性算子的矩阵取如下形式. 

/<) 0 … 0、 

^ 0故）…0 

^ 9 = • 

0 0 • • • ) 

定义 4 群 G 的线性表示 （少， V )称为完全可约的，如果它是不可约表示的直和. 
类似的术语可应用于 G - 空间. 

从线性表示的建立过程可以直观地看到，不可约表示扮演着构造块的角色.完 
全可约表示可由最简单的结构——直和而得到.下面我们将看到，对于描写所有表 
示，在很多情况下，这已经足够了.我们指出，某些物理上重要的群，如洛伦兹群，有 
无穷维不可约表示. 自然地，它们绝对不会简化为有限维的，因此需要单独研究. 


2. 线性表示的例子我们已经引人了表示理论的所有重要的概念.现在我们 
需要充实它的实际内容，为此首先介绍（并有根据地弄明白）一系列可约的例子是十 
分有益的. 

例1域 K 上的一般线性群 GL ( n ， AT ), 由定义，有一个 n 维的忠实不可约线性 
表示，其表示空间 K = 任意线性群// c GL ( n , K ) 都作用在这个空间上，但可 
能是可约的. 

类似地讨论在第1章§1见到的其它典型群.譬如说，酉群 U ( n ) 不可约地作用 
在埃尔米特空间上，而正交群 0( n ) 不可约地作用在欧几里得空间上.这可以直接由 
[BA II ]中所证明过的更一般的断言得到.此断言是，群 U ( n ) 和 0( n ) 可以可迁地作 
用（在第1章§3第3目的例3的意义下）在单位长的向量集合上. 

例2令 GL ( n ,/ C ) 按规则 ^ A : X -* AX{Ae GL ( n ,/ C ), X € M n { K )) 作用在 n 
阶矩阵的向量空间 M n ( K ) ±. 不难验证， ^ A { aX -^0 Y ) = a ^ A ( X )+/3< lf A ( Y)^ A B = 
因此（*，从„(尺)）是 n 2 维的线性表示.令 A / P 是具有唯一非零列 XW 的 

矩阵 


0 … Xu 

… o 

0 ••- X ni 

… 0 


构成的子空间.容易验证，这个子空间是不变的.这里4 e GL ( n ， K )， 且在 
GL ( n , K ) 作用下是不可约的，并且同构于 （ 作为 GL ( n ， 欠)-空间）自然空间因 
此 


M n ( K ) = M ^( K ) ® •• •㊉ M ^\ K ) 





第 3 章表示论基础 


是 n 个互相同构的 GL ( n , K ) 子空间的直和分解，其对应于 n 个等价表示的直和分 
解 

— 屮⑴丰 

我们也将它们写为 

M n ( K ) ^ 》 n 少⑴. 

例3现在我们定义群 GL ( n ， K ) 在 M n ( K ) 上的作用 AXA ^ 1 . M 
么 （$， M n ( K )) 是 n 2 维的线性表示.如果 A ： = ( Xij ), 那么 ， trX = 为矩阵 A * 

i=l 

的迹. 大家知道， tr ( aX +0 Y ) = at . rX + /3 tiT (即 tr 是线性函数）且 tri > A ( X ) = trX . 
于是,迹为零的矩阵集合 M ^( K ) 是一个关于<!>不变的子空间.另一方面, ^> a ( XE ) = 
AE , 且 trXE = nA . 于是，当 A ： 是特征为零的域时，有 GL ( n ， 尺)-子空间的直和分解 

M n ( K ) = ( E ) e (5) 

其直和项的维数分别为1维和 n 2 - 1维.当 n = p 且尺 = Z p 时，形如 （5) 的分解 
是不存在的，因为此时 tr £ = 0. 

根据定义，矩阵 X 的若尔当标准型 J ( X ) 不是别的，正是包含 X 的 GL ( n , C )- 
轨道的某一最简单的表示.在任一子群// C GL ( n ,/ q 上的限制自然地产生了有关 
i /- 轨道的有限表示的问题. 

例4在上面例子中，令 K = R ，$ 为在正交群 0( n ) 上的限制.因为4 € 
0( n ) <=>M = A -\ 所以 l ( AXA - 1 ) = M 一 1 • M = A l XA - 1 . 选择矩阵 Y + l Y 
或 y -亇作为 X , 我们看到，群 0( n ) 的表示空间 M n ( R ) 可以写成0 ㈨ -子空间的 
和的 形式： 


Afn ( R) =⑹ r © AC ( R ) ® M n -( R ) 

-个由纯 0 矩阵组成的一维空间 ( E) Ri 一个具有零迹的 （n + 2)( n - 1)/2 维对 

称矩阵空间和 n(n - 1)/2 维斜对称空间.大家知道，对称（斜对称）矩阵与对称（相 
应地，斜对称）双线性型是一一对应的. 0( n ) 在 〈 E〉 R ® AC ( R ) 和 M ^ l ( R ) 上的作 
用也可以转到相应形式的空间上.二次型 (/( z ) 变换到主轴的定理不是别的，正是在 
包含 ( 7 ⑷的 0( n )- 轨道中可以选择对角形式乙(其中\为实数）的可能性，这 

个对角形式精确到置换是唯一确定的. * 

用 C 代替 R 并用酉群 U ( n ) 替代 0( n ), 我们得到一个纯量 U ( n )- 子空间，具有 
零迹的埃尔米特空间和斜埃尔米特空间的直和 分解： 

M „( C ) = ⑹ c ㊉ AC ( C ) © M -( C ). 

当 n = 2时，已在第1章§ 1中详细讨论过. 
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例5设 G 是作用在某一个具有 | fi | = n > 1个元素的集合 S 2 上的置换群，即 
GcS n . 


V = {ei\i € Q)k 


是特征为零的域 K 上的一个向量空间，其基的元素用 n 中元编号.令 

Aie * ) = ^2 Xie 9(i) 

\ien / i€H 


(i ^ g ( i ) 为 g eG 在 ieG 上置换作用).因为 ( gh )( t ) = g ( h ( i ))， 所以我们得到群 G 
的一个 n 维线性表示.它不会是不可约的，因为 



是一个一维不变子空间和 ( n -1) 维不变子空间的直和分解（如果 char A ： = p > 0且 
p | n , 那么直和就得不到).分两种情 形：. 

a ) G = 5 n . 如果将第 i 个坐标列 E ⑷对应作为〜则在第1章§4练习13所构 
造的单射 A — GL ( n , R ) 与我们的线性表示企 相同. 分解式⑹表明，对 S n 存在一 
个更精练的嵌人& — GL(n - 1, Q ). 晚些时候，我们将证明这个 n - 1维线性表示 
的不可约性（甚至在域 C 上). 

b ) 正则 表示. 假设 G 是任一有限群.令 fl = G , 则我们得到所谓正则的 G - 空间 
V = ( e 9 \g e G ) 以及相应的群 G 的正则表示 ( P , V ) : p ( a ) e 9 = e a „ 对所有 a，g e G . 
可以说，正则表示在某种意义上我们已经接触过，实际上就是在 [BA I ]第4章证明 
凯莱定理时，不过那时我们的兴趣不是空间 K ， 而是它的基向 E 的集合 { e ,}. 正则表 
示的重要性在于它精确到等价包含 G 的所有不可约表示.（见 §5) 

例6 —维表示是群 G 到域 A ： 的乘法群 W 的一个简单的同态 (K 
是自身上的一维向量空间).因为域的乘法群是交换的，所以 Ker ^ D ^, 这里 G ' 是 
群 G 的换位子群（第1章§ 4 定理 5). 我们指出，两个一维表示$'，伞〃（具有同一 
个表示空间）是等价的充要条件是它们相等，因为 


a ^ ; ( g ) a~ l = ^ n ( g ) => ^{ g ) = "⑷ => $’ = $’’• 


设 W = e ，则 ^ g)n = ^ {gn) = $(e) = 1? gp 抑)是一个单位根任意一维表 
示的核可能是非平凡的，甚至对于循环群 G . 如果，例如， G = Z 4 且 K = Z u , 则 
Ker ^ D 2 Z 4 . 另一方面，当 K = C 时,任一循环群有忠实的一维表示. 

a ) G = ( Z ，+). 表示 A : ^ 在 | A | # 1时是忠实的.如果 | A | = 1，那么由欧拉公 

式 A = e 2 ^\0 eR 且映射 * — e 2wifc 的核仅在 6 eQ 时不等于零. 
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群 Z 有任意高维的不可分的复数表示，然而它们不是不可约的.这只需引用矩 
阵的若尔当标准形理论来看映射 


f \ 1 0 ••• 0 o \ 

0 1 1 … 0 0 

J m,l = . 

0 0 0 ". 11 

<0 0 0 … 0 1 / 

b ) G = ( a | a n = e〉. 令 e = exp (2 ni / n ) 为 1 的 n 次本原根.对于这个 n , —维 

表示 

^ : a k ^ e mk , m = 0， l ，."， n - l , (7) 

正好有 < p ( n ) 个. 我们指出一个有趣的事实. • 阶为 n 的循环群在 C 上有 n 个两两不 
等价的不可约表示，它们都是一维的且具有 （7) 的形式. 

事实上，我们仅仅需要验证这样一个 事实： 有限循环群在 C 上没有维数> 1的 
不可约 表示. 但是在定义3之前我们已经看到了这样的 事实： 任意有限阶的线性算 
子在 C 上可对 角化. 于是在现在这种情况下，它等于说表示少是完全可约的. 
如果 dim $ = r , 那么中分解为 r 个一维表示的直和. 

实际上，对于有限阶的循环群，我们得到了所有复线性表示的描写.精确到等价， 

0、 

心= ••• , 

、0 必 )) 


其中是形如 （7) 的表示之一. 

我们的目的是弄清楚在一般情况下的相似的规律性. 


例 7 在前两的例子中我们已经觉察到群 G 的线性表示少的性质对于域 K 有 
很大的依赖性.所以，对于这个问题需要另外说明. 

阶为素数 p 的循环群 G = {a\oP = e) 按照规则 a * w = 外 , a * V2 = Vl + 的， 作 
用在特征为 p 的任意域 K 上的 2 维向貴空间 F = 〈 tn ，％〉 上，则它定义了一个不可 
分的表示 （少， K ) : 

〜 $ 卜 (J f) ， 0O 彡 p_l. 

事实上，矩阵有 2 重特征根 1. 于是若少能分解为两个一维表示的直和，这意味 
着存在一个可逆矩阵 C 使得 C ^> a C - 1 = ( ^ D ，从而= C - 1 EC = E 、 这是不 
可能的. 
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下面令 G = < a | a 3 = e 〉 是一个3阶循环群且 K = R , V = ( vi ,^). 那么由该基 
上的矩阵 



所确定的二维表示 (^ V ) 不可约，这因为这个矩阵的特征多项式 t 3 + t + l 没有实 
根.但如果 V 看成是 C 上的向量空间，那么，自然地， V 可以分解为一维 G - 子空间 
的直和 

V = ( Vi + ㊉ 〈Vi + 6 V 2) 

于是，表示的不可约性质在扩域上可能消失. 

今后，除少数情况外， 基域 K 将是复数域（从实际角度看最重要）或特征为零的 
任意代数闭域. 
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“傅里叶系数” Cm 可以由公式 

fc =0 

算出. 

5. 利用项链个数的公式（参见本章开始部分）推出下列基本 结果： 

a ) (f -q = O ( modp ) (费尔马小定理，见第 4 章 §4); 

b) E f ⑷= 

d\n 

§2酉性和可约性 

1. 酉表示回想（参见 [BA 11|)在线性代数教程中，复数域 C 上的向量空间 V 
上的非退化形式 ( u , v )^ ( u \ v ) 被称为埃尔米特型，如果 


(tz|v) = (v|u)， 

((⑽ + pv )\ w ) = Q(u|ti；) 4 - 0( v \ w ) } (1) 

(v|v) > 0, 对所有 v^Q 

(与通常一样， z H 5 是复数共轭自同构).向 M 空间V与非退化的埃尔特型 ( u \ v ) - 
起称为埃 尔米特空间. 埃尔米特空间在实数域上的类似物就是具有内积的欧 几里得 
空间， 其内积由一个非退化的对称双线性型给出. 

给定 K 的一个基 ei , ••- ,e n , 并设 u = Yl u i e i^ v = 51巧勺，贝 1 J 

* 3 

(tx|v) = 

其中矩阵 i / = ( h h ) 满足条件 hy = h jt ，且 u 也称为埃尔米特矩阵. 

存在标准正交基（即满足条件 ( 6 ^) = 6 ^ 满足 

n 

( u \ v ) = 

i=l 

保持这个型，即 = ( u \ v ) 的线型算子 A:V 称为酉算子. 在实空间 

时，它相应地称为正交算子.酉算子写为矩阵的形式是>1 • tJ = £，其中 A = ( a i7 ), 

U =氺= ( a ^ 这些已经在第1章中见到过了.如同 [BA II]中一样，我们用， 

表示对应于矩阵 A ^ = K 4 的线性算子，其酉性条件表现为= £ = 所有酉 

矩阵的群（酉算子群或简单地说酉群）用符号 U(n) 表示.根据定义, U(n) C GL(n，C)， 

且如果表示少： G — GL(n，C) 满足 Im$c U(n), 则 （$, V) 称为酉 表示. 

% 

定理1有限群 G 在 C 上的任一线性表示（少， K ) 等价于一个酉 表示. 
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证明在群 G 的表示空间 F 中选择一个非退化的埃尔米特型 

H : ( u , v ) *—► H ( u , v ) = hjjUjVj 

(记向量空间 K 的某个基为 ( fu ." ，/ n )), 并考察由 H ( u , v ) 关于 G “取平均值”所 
得的 （+) : 

(u\v) = \Gr 1 ^^(9)nM9)v). ( 2 ) 

geG 

乘数 IGI - 1 并不重要，放置它只是为 了在少 为酉性的情形时有等式 ( u \ v ) = H { u \ v ). 
因为 


H(^(g)u t ^(g)v) = H(^(g)v y ^(g)u), 

H(<P(g)(au + 0v) ， ^(g)w) = H(a^{g)u 4 - 0^(g)v, ^(g)w) 

= otH (^(g)u, ^(g)w) + PH(9(g)v y ^(g)w) t 
H (少(夕沁,少 ( p ) v ) > 0，对于 t ; / 0 和所有 g eG , 


所以 （2) 式满足条件 （1)， 从而是一个非退化的埃尔米特型. 
此外（也是最重要的)， 


{< t >( h ) u \^( h ) v ) = 


点 S 
点 S 


=(咖) ， 


//剛 _u ， <t>(g)^(h)v) 

H ( 中(州 % 少 (p/i)v) = \^\J2 h wo% 蝴 1 


这表明，对于任意 0 G ， 算子中⑷保持 ( u \ v ) 不变.在 K 中选取关于型 （ u | v ) 的标 
准正 交基. 那么在这个基下由算子 ^>( g ) 所对应的矩阵将是一个酉矩阵. □ 

注1定理1的论断不能由我们所熟悉的事实自动推出这样的 结论: 每个具有 
9 m = e 的可分矩阵％相似于一个酉对角阵 diag % ，…， A „)， 其中 V = 1. 

注 2 在实数域的情形，完全类似的论述可以 证明： 表示 (< P y V ) 等价于一个正 
交表示. 

注 3 许多根据表明，酉表示在表示理论的应用中扮演着重要的角色，特别值得 
注意的是，定理1对于更广的紧群类，如 U ( n )，0( n ) 仍然成立.其证明也一样.但是 
群元素的求和需用在群上（关于某一度量）的积分法代替.回想，紧群 SU (2) 在几何 
上^三维球炉分不开，因此，例如谈论它的体积是有意义的.一般地说，有限群的 
表示理论和紧群的表示理论有较大的平行现象，但是我们不可能在此停留.由§1例 
6 a ) 可见，非紧群（例如 ， G = Z ) 的表示不一定是酉的. 
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最后，我们指出，虽然定理1的证明是构造性的，但是运用它去寻找现有表示 
的酉实现并不太实用.例如，对于由元素生成的群 G , 只需获得矩阵 
\，…，伞〜的酉性，那么群 ^( G ) 就是 酉的. 

例1对称群为=〈(1 2),(1 2 3)) 有一个二维 表示軋 它作为一个直和项包含 
在一个自然的三维表示中（参见§1例 5). BP ， 如果 


那么 


^(n)ei = e wt , i = 1,2,3, /i = ei - e 3l f 2 = e 2 - 


少 ((1 2 ))/i = e 2 - e 3 = / 2 , 

令 ((1 2)),2 = Cl - e 3 = /l, 

少 ((1 2 3 ))/i = e 2 - ei = - J x H - / 2> 

$((1 2 3))/2 = c 3 - e, = -A. 


因为 TT = (1 2 3)*(1 2)\ 其中 i = 0,1 或 2 ，j = 0 或1，所以不难得到所有的矩阵 

^ = ^(7r)l(/,,/ 2 )： 


AO (")-(?;)，， 3 )-(1 _ ; 

( 23 >U ( 123 卜 ( _ }1 )， （i 3 2 卜 (-?_;)• 

由于 det — ^ = 1 且 （1 2 3) 3 = e , —定存在某一非退化矩阵 (7, 使得 

d 卜㈡， - 

用矩阵 C 作共扼不会改变矩阵 (? J ) 的 酉性. 矩阵 



满足线性条件 

。 ⑶ =(?〜， 化 )0 


至此我们有可能来描写我们所熟悉 的群& 的酉表示，这就是单位表示少⑴， 
$ (2) : TT h Sgn ( TT ) = 士1 和刚刚得到的二维表示少⑶《屯.为了后面引用方便我们列 
出 下表： 




例 2 在第1章§ 1所构造的满同 态中： SU (2) — S 0(3) 提供了无限群（也就是 
SU (2)) 的自然正交表示. 

2. 完全可约性由§1中的定义和注，显然下列结论是十分重要的. 

定理 2 (Maschke 定理） 设 G 是一个有限群，尺是一个域且尺的特征不整除 
| G | (特别地，的特征为 0). 则群 G 在 K 上的每个线性表示完全可约. 

定理2的断言表明 （屯 K ) 可以分解为不可约表示的直和.实际上，经典的 
Maschke 定理的内容是下面的. 

( M ) 每个 G - 不变子空间 UCV 有一个 G - 不变补 W 

V = f/ ㊉ W (3) 

我们将证明这个结论，从而定理2将由此自动推得.事实上，表示 （$,10 要么 
不可约，要么存在一个真 G - 不变子空间 f /. 如果 （4>， K ) 不可约,则结论自然 成立; 如 
果它有一个真 G - 不变子空间 t /, 并且有一个 G - 子空间 W 使分解式 （3) 成立.那么 
在这种情况下， dimt / < dim V , dim W < dimV . 对[/和 W 继续这种推理并按照维 
数进行归纳，我们得到具有不可约分量的所要求的分解. 

下面我们就来证明结论 （ M ). 我们首先更感兴趣域 K = C 的情形，我们讲述两 
种独立的证明方法. 

第一种证明 （K = C ). 依据定理1，存在表示空间 K 卜的对于线性算子少 (W 
不变的非退化埃尔米特型 ( u \ v ). 对于每个子空间 UCV 存在一个正 交补. 

U 1 ^{ v € V \{ u \ v ) = 0, Vu G U} y 

按照线性代数课程中熟悉的定理 

V = [/㊉ [/ 丄， . 

且 (U 上 )1 = U. 现在假设[/是 K 的一个 G- 子空间，即对所有 geG ， 有 <t>(g)U c U. 
因为伞⑷ It / 是"的一个自同构，所以任意元 u e f / 可以写成形式 U = $⑷ U，〆e y 
利用型的不变性，我们有 


( tz |^(^) t ;) =(少⑷夕 ) v ) = ( u » = 0 . 
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于是， veu^=> <P(g)v e f / 丄.令 W = f / 丄，则得到分解式 （3). n 

第二种 证明. 与前面一样，令 r 为 r 中 G 作用不变的子空间.我们考虑直和 

K = i/ ㊉ f /，， 

其中 U f 为 U 的任一补空间.一般情况下， V 不是不变的.我们来看投射算子 
V : V -^ U \ 对于任意向量 v = u ^ u \ 定 SLVv = v !. 那么 

v-VveU 1 V(U) = 0, V 2 = V. (4) 

现在我们引人“平均”线性算子 

p g = \g\~ 1 ^2 

heG 

(因为由条件 K 的特征不整除 | G |， 所以用 | G | 除是可以的).我们断言 

屯 (9) 卩。 = Vp € G. (5) 


事实上， 


^(9)Vg^ 1 ) = iq- 1 J2 中⑷中 ㈨ 柯 (^ 1 ) 少 Or 1 ) 

h^G 

= ig 广 1 E 少(州抑(泌疒 1 ) 

/»€G 

= iG |- i ^^) p 4> r i ) = ^, 

t€G 


于是断言 （5) 成立.令 

IV = P G (V) = {Vgv\v € V}. 

* (5) 

^{w) = ^(g)Vcv = VG^{g)v = Vgv’ = w f £W 

对于任意 w€W 成立.于是向量子空间 IVCV 确是一个 G - 子空间 • 

下面只需证明 V = [/ ㊉ W 是 G - 子空间的直和.因为 <t>{h~ l )v- V^>{h' l )veU 
(见⑷)，所以 

t; 一 ^{h)P(h- l )v-= <i>(h){^>{h^ l )v ^ P^>{h- l )v} e = u 
(由 f / 的不变性).于是 

v-V G v = \G\~ l {v — ^{h)V^{h- l )v} = ueU, 

h^G 
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从而我们得到 V = U +切，其中 t /； = € V ，即 K = t / + 

又 

^(h- l )ucu => r^(h- l )u = o ( 见⑷） 

=» 中 (h”(h - ly )U = 0=> V G {U) = 0. 

可见 

v - Vgv = ue U ==> Vg[v — Vgv ) = 0, 

于是对所有 v € K 有= Vlv. 这表明是顺着 [/在 W 上的 投射： 

VgU = 0 , Vq = Vg- ( 6 ) 

% 

现在有 V eunw ==^ Vgv = 0 , 这因为 V € f /, 且 v = Vgv ’， 这因为 V e V G {V) = w. 
于是由 （6) 我们得到 

0 = V G v = Vg ( V g v , ) = V^v' = V c v’ ==» J ； rw = 0. □ 

如果我们不小心会做出更强的断言,认为分解式中 

V = Vi ㊉ v 2 e … ® K 

的不可约分董（不可约 G - 子空间）是唯一的•但，如果，例如，$以）=£为单位算子， 
对于所有 P € G , 那么 K 的任意一维子空间的直和分解都将是不可约 分址的 分解， 
而这样的分解有无限多个.另一个问题，如果我们将所有同构的不可约分量 分组： 

V = %©•••©%. 

因为我们不区分同构的 G - 空间，所以可以认为 

"1 = VI ㊉ ％ ㊉ ".evi =mVi, 

% = v ; © v ; © •• •㊉ v ; = n 9 V 9l 

这里叫是 k 在 K 的分解式中不可约分量 k 出现的 重数. 我们看到，重数是唯 
一的 • 

习 题 

1•群 （ R ，+) 的任意一维连续表示（当邻近的算子对应到邻近的数时）有形式 V ") : 

这里 a 是一个复数.证明！ 是酉的当且仅当 aeR . 
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!•群 （ R ，+) 到 SO (2) 的同态/」一 ( = : ~ c S ^ I ) 的核由这样的 数 t = 27 rm,m € 组 
成.于是 SO (2) ^ R /(2 ttZ ), 且群 R 的不可约酉表示 


: t 4- 2 nm ^ 中 (0, 0彡亡彡2开 


与群 SO (2) 的每个不可$酉表示（根据§4的结果，它一定是一维的 ） 《!>相对应，且 $(2 tt ) = 
中⑼= 1 . 由习题1，有$ = < f > ( n ) , nGZ. 结合第1目注3,这表明群 SO (2) 的任意不可约 
表示有形式 = e in \ neZ . 试证 

(与§1习题3比 较：阶 n 替代群 SO(2) 的数量 2tt). 在分析中，函数系 {e int } 当作周期函 
数（或圆周夕〜 SO(2) 上的 函数； 参见 [BA II|) 的完全标准正交系的经典例 T. 由此开始 
了内容丰富的傅里叶级数的理论. 

3. 利用 Maschke 定理 证明： 非交换有限群的任一忠实复2维表示不可约. 


§3有限旋转群 


从古到今，具有丰富对称性的客体一直引起科学家们的注意.这种对称性客体 
的最熟悉和最突出的例子是著名的5个柏拉图多面体，这些多面体的美，人们直接 
感觉 得到. 在各个时代，这种美都激励着哲学家、数学家、天文学家、物理学家去创 
建或是神秘或是科学的体系，这些体系就其严整性与完善性来说，在美学上符合于 
正多面体 • 1968年出版了由20世纪伟大数学家外尔 （ Weyl . H ) 有关“对称”的一系 
列讲稿的俄文译本.此书阐明了在所有科学世界观，尤其是数学世界观的形成中对 
称性诸方面研究的重要性.通过普及性的小册子足以清楚地探察对称性客体数学描 
写的相互补充的两个 方面： 寻找存在的必要条件（最简单的情形，对于基本参数立出 
一个或几个丢番图方程（见下面 （1)); 和当建立了实际存在的对象显式时的几何作 
图的问题（下面有柏拉图多面体的描写).在群论和群的表示理论的发展过程中，有 
关对称的谱的研究变得特别广泛，它涉及数学、物理、化学、生物以及其它学科的各 
种不同的领域. 

这一节事关群 SO (3) 的有限 子群. 掌握它们，我们同样得到诸如山,心忐等 
群的正交不可约表示，而且易于记住几何外貌.一开始读它们时可以放过第1目和 
定理 2 的证明（很简单)，但是对于那些要检验一下自己掌握“群作用”的牢固性的 
人来说，熟悉此节的所有内容将是有益的. 


1. SO (3) 中有限子群的阶根据线性代数课程 [BA II !中欧拉定理，任意元 
4 e SO( 3 )，j 一 是欧几里得空间 R 3 中绕某一轴的一个旋转.换句话说，在一个 
二维球面 S 2 上恰好有两个点，在4作用下 不动： 即球面和旋转轴的交点.这两个点 
称为旋转 A 的极点. 
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现在假设 G 是 SO ⑶中一个有限子群 ， S 凫 G 中所有非单位旋转的极点的集合. 
显然，群 G 作为一个置换群作用在集合 S 上.如果 rr 是某一个旋转 
的极点，那么对于任意 S 有 

= B Ax = Bx, 

即的是 BAB - 1 的一个极点，于是 So : e 我们用表示有序元素对（八为的集 
合，其中 >4 e G ， 乂# & x 是的极点.再假设 是点 x 的稳定子群（稳定化子)， 
即 G 中保持 rr 不变的所有元构成的子群.如果 

G = G x u g^Gx U … u g m :G x 

为 G 关于的左陪集分解，那么点 a : 的 G - 轨道将是集合 


G { x ) = { a ;， 仍:，••• , p ms x }, 

其中元素个数 \ G ( x )\ - m x . 由拉格朗日定理 N = m x n x , 其中 ；V = | G |, n x = \ G X \ 
(与第1章§ 3 比较,符号有些变 化). 我们指出，〜是 G 的这样一个循环子群的阶， 
它中的每个元素是围绕过点: r 的轴的旋转.称〜为极点 z 的重数或称 rr 是- 
极点. 

因为 G 中每个元 A ^£ 对应两个极点，所以 | fi | = 2(7 V - 1). 另一方面，对于每 
个极点 a : 有不同于 e 且保持极点: r 不动的〜 - 1个 G 中元.于是,元索对 ( A , x ) 
的个数等于下列和 

i fi i = S( n : - 

取 { xir -, x k } 为按每个轨道中取一个极点的极点的集合，令 ni := := 

m ^， 且注意到对于所有 a ； € G ( Xi ) y 有〜= n x . =叫，则我们得到 

k k 

l fi l = - 1) = J2 m i( n i - 1) = 

i=l *=1 

于是. 

k 

2 N -2 = ^( N - rm ). 

»=i 

将 # 分成相等的两部分,我们有 

2 去舍卜士). ⑴ 
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情形 1. A : = 2.则 

2- H 1 令 K) 


或等价地 



N N 

-1-= mi + m 2 , 

ui n 2 


由此得到 m 1 = m 2 = l > n 1 = n 2 = M 可见， G 恰有一个旋转轴且 G = C N 是一个阶 
为 AT 的循环群. 

情形 2. fc = 3. 假设 rn ^ n 2 ^ n 3 . 如果〜 > 3,那么我们有 



这不 可能. 于是 n : = 2,从而等式 （1) 可写为形式1/2 + 2/7 V = l / n 2 + l / ri 3. 显然，若 
n 2 ^ 4 => l / n 2 十 l / n 3 ^ 1/2, 矛盾. 因此 n 2 = 2或 n 2 = 3. 

如果 ri2 = 2 ,那么 n 3 = iV /2 = m (即 N 应该是偶数）且 mi = m2 = m ， m 3 = 
2. 这些条件适合一个二面体群（见第1章§4第5目例 1). 如果 n 2 == 3,那么 
1/6 + 2/7 V = l / n 3 , 从而仅有3种 可能： 

2') ri3 = 3, TV = 12, mi = 6, m2 = 4, m3 = 4; 

2") 713 = 4, TV = 24, mi = 12, m2 = 8, m3 = 6; 

2 ,,x ) ri3 = 5, iV = 60, mi = 30, m2 = 20, m3 = 12. 

将上面所有的信息收集于表 1. 


表1 



执道數 

|S| 

中心化子的阶 

n i 

2 

2 

n 

n ; 

— 

2m 

3 

2m + 2 

2 

2 

m 

12 

3 

14 

2 

3 

3 

24 

3 

26 

2 

3 

4 

60 

3 

62 

2 

3 

5 


于是我们已经证明了下列断言 

定理 1 设 G 是 SO (3) 的一个有限子群，且 G 不是循环群和二面体群.那么 G 
的阶 AT 仅仅有 3 种可能 ： 7 V = 12,24,60. 在群 G 上的其它限制包含在表 1 中. 

2. 正多面体群在 SO (3) 中存在阶为12,24,60的群，其证明非常简单.精确 
到相似，在欧几里得空间 R 3 中共存在 5 个（从古代就知道）正凸多面体（参见图 5): 
四面体立方体口 6 ,八面体十二面体* 12 和二十面体 

如果将正多面体 Af 的中心摆放在空间 R 3 的原点，那么使 A / 与自身重合的 
SO (3) 中的旋转形成一个有限 子群. 在这种情况下,产生的不是5个，而只有3个不 
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图5 


同的（不同构的）旋转群，这因为对于立方体和八面体，同样地对于十二面体和二十 
面体,其旋转群是相同的.用几何解释这是非常明显的.如果将立方体邻面的中心相 
连接，那么这些线段将是内接于立方体的八面体的棱边 . R 3 中任意保持立方体不变 
的旋转就转变为旋转内接八面体，反之亦然.对于十二面体和二十面体可以类似地 
讨论. 

在下面表 2 中，％为多面体的顶点的个数，;^为棱边的个数, 7 V 2 是多面体的 
面的个数， / i 是每个面的边（棱）的个数，而1/是会聚到同一个顶点的面的个数.和 
前面一样， 7 V 为相应的群的阶. 


表2 



No 

Ni 

N2 


V 

N 

四面体 

4 

6 

4 

3 

3 

12 

立方体 

8 

12 

6 

4 

3 

24 

八面体 

6 

12 

8 

3 

4 

24 

十二面体 

20 

30 

12 

5 

3 

60 

二十面体 

12 

30 

20 

3 

5 

60 


根据多面体的欧拉几何定理 

N 0 ^N x ^N 2 = 2 . 

极点的总数等于 

No + N \ -f N2 = 2 N \ + 2. 

在任一将多面体变为自身的旋转下，一个给定的棱边将与其它的一个棱边或 
Mi 重合，于是= 2 7 Vi . 我们也看到 { y } = { ri2 ， n 3 }， 这里 n 2 ， n 3 是在第1目中 
引人的极点的重数. 
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往下，令 T 是四面体群， O 为立方体群（八面体群)， I 为二十面体群（十二面 
体群). 

T 的元素有围绕连接顶点和对面中心的四个轴的几个角度的旋转，围绕连接对 
棱的中心的三个轴之一的 7 T 角的旋转，和单位旋转. 

在群 O 中，除了单位元外，有围绕连接立方体对面中心的三个轴的角度为 7 T /2, 
7 T ，37 T /2 的旋转，围绕连接极对面顶点的四个轴的角度为 27 r /3,47 r /3 的旋转，和围绕 
连接对棱的中心的六个轴中每一个的角度为 7 T 的旋转. 

正四面体内切于立方体，只有对于 O 中阶为3和2的某些旋转不变.与单位 
元一起共有12个元，它们正好组成群 T . 于是 T C 0,而因为 IO : T | = 2,所以 
T <0 

O 中的每一个元正好对应于由立方体的四个大对角线组成的集合上的一个置 
换.于是由群的阶的相等|0| = |&| = 24得出它们的同构： O 名 S 4 . 

相应地， T 会山. 

习题2证明了 I 爸力 5 . 

重新回到定理1的证明，我们看到，当 ru = 2， n 2 = n 3 = 3时，有两个极点的四 
元轨道 

G ( P \) = {Pl,P2,P3>P4}, 

G(q\) = { 扒，奶，奶，说}， 

其中 Pi . gi 是球面 S 2 上的对 径点. 如果是带有顶点 p , 的四面体,那么它的对称 
变换群 T G 包含 G . 由 | G | = 12推出是一个正四面体，即△卜〜且 T 0 = G = T . 

当 n2 = 3， n 3 = 4时有~个六元极点轨道 (7 = (pd = { pi ， P2 , … ， P 6), 它们分 
为对，因为 i _ 3 => 叫/ 4 . 这三个球面沪上点对给我们带来八面体的三个 
对顶 点对. 如同前面的情况， | G | = 24 =>Ag (就此而言，是一个正八面体）及 
O 0 = G = O . 

最后，当 n ! = 2, n 2 = 3, n 3 = 5时建立了具有顶点 Pi 的二十面体△%，这里 
属于轨道 G ( j > i ) = { pi ， … , j > 2o }- 又由于 = 60,致使△纟 0 是 一个正 二十面体且有 
群的 相等: 1° = G = I . 我们仍然看到，在球面 S 2 中内切的同一类型的两个正多面体 
可以通过某种旋转由一个得到另一个（坐标系的代换).这形成了 SO (3) 中同构子群 
的共轭性. 

于是我们得到了下列定理的结果. . 

定理 2 SO (3) 中所有有限子群精确到同构有且只有 

C ni D ni n E N ; 

T 3 A 4 , O ^ S 4y I ^ As . 

且任意两个同构的有限子群在 SO (3) 中共轭. 
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推论 定理 2 中的三个同构给出群 Aj ， s 4 和的不可约三维正交表示. 

应用定理2和满同 态中： SU (2) — SO ⑶（第1章§ 1中定理 1), 我们容易得到 
群 SU (2) 的所有有限子群的描写（可以在反方向作用).任一不同于循环群这样的群 
G •是 SO ⑶中某一个有限子群 G 的逆像.于是产生了被称为二元群的下列群 

D s n = ^ l (D n ), T* = $- 1 (T), 

O* = ^" 1 (0), I* = 

它们分别是二元二面体群，二元四面体群，二元八面体群和二元二十面体群.二元群 
以及正交表示 

$ : SU (2) — SO (3) 

整体上以自然的方式出现在描写自旋粒子的物理系统的状态中. 


习 题 

1. 在二十面体群 I 中，除单位元子群外，有15个共轭的2阶循环群，10个共轭的3阶循环子 
群和6个共轭的5阶循环子群.证明： I 是一个单群. 

2•在群 I 与之间建立一个同构. 

3. 证明 ：如果 //是 SU (2) 或 SO (3) 中的一个奇阶有限子群，则//是一个循环群 • 

4. 如果有限子群// C SU (2) 不是任何子群 G C SO (3) 的逆像，则|//| s 1 (mod 2). 试证之 • 

5. 证明： 精确到共轭有 


^3 = 



6. 二元二十面体群 r 与群 


SL(2, Zs) = { ( : : ) I — 6c = 1, a, 6’ c, /i € & 
彼此之间有什么共同点？ 



7. 假设不同种类的 g 个原子 （(/ < 200) 以各种各样的方式位于（不考虑任何化学联系）正多面 
体 A / 的 顶点. 通过绕一个轴的旋转而得到的“分子”是不同的.令是不同分子的 
个数.试推出公式 


/(△4，<7)=菩(<? 2 + 11)， 

/(□ M ) = + 17 g 2 + 6)， 

2 

/(△8，<7) = ^( q 4 + 扣 2 + 12*7 + 8). 

8. 证明： 在四面体中，说明计算用《7种颜色染多面体 M 的各面的不同色彩的个数的公式 
与习题7中公式一样，而在立方体和八面体中公式互换位置. 



§4 线性表示的特征标 


1. 舒尔 ( Schur ) 引理和它的推论在任一丰富的数学理论中往往有一些简单 
的（但巧妙的）想法成为该理论的基础.下列论断是表示理论的奠基石之一. 

定理1 (舒尔引理）假设（少， V ),(軋 H 0 是群 G 的两个不可约复表示， a : V — 
W 是一个线性映射，满足 

屯(夕 )(7 = a ^( g ), V 分 G G . (1) 

那么 

i ) 如果表示与屮不等价，则 (7 = 0; 

ii ) 如果 V = VT , 巾=少，則 a = A £. 

证明如果 a = 0,则已成立.所以可以认为 a 兴 0,且设％ = Kera C V . 

因为对任意仰€ V ^ G ^( g ) v Q = *( 咖 v 0 , 所以 ^( g ) V 0 = V 0 , 即子空间 Vb 关于 
G 是不变的.由 （$, V)的不可约性，我们有％ = 0或％ = K 等式％ = V是不可 
能的，这是因为 a 一 0. 因此 Kera = 0. 

类似地,令= ImaC ^则有 

w\ eW => ^(g)wi = ^(^(vi) = (T(<b(g)vi) = w[ € Wi, 

于是 M 是 W 中的一个 G - 不变子 空间. 同样因为 a 一 0 # 0,然而因为 

(^, W ) 是一个不可约表示，所以只能有 M = IV . 

i ) 因为 Kera = 0 ，lrmr = VK ， 所以 a : K — W 是一个同构映射，于是断言 i ) 不 
是别的，正是 表示巾 ，少的等价的条件（参见§ 1,定义 2). 故断言 i ) 证毕. 

ii ) 由条件 a : V — V 是 K 上的线性算子.设 A 是它的一个特 征值; 这个特征 

值总是存在的，因为基域 C 是代数闭域.线性算子 a 0 = a ^ X £ 有非平凡的核（在核 
中包含特征向量）且满足等式 ^{ g ) a 0 = (7 0 琳 按照前面证明的，有仰= 0,从而 
o = X £. □ 

推论假设 （$， VO ,(% MO 是阶为 | G | 的有限群 G 在域 C 上的两个不可约表 
示 ， a •• K — 阶是任一线性映射.那么平均映射 

5：= *( 咖龟 (9) 一 1 

有下列 性质： 

i ) $ 关少=> 5 = 0; 

ii) V = W^=^^=^a = X£,X = ^- 7 . 

dimV 




证明因为 
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= IGI— 1 E ngMh)a^(hr l ^(9r l 

heG 

= \ G \- l J 2 ^( 9 h ) cj ^ ghr l 

h 

= icr i ^^)^ r 1 = ^ 

t£G 

所以 ^( g)a = a < P ( g)yg e G . 由 Schur 引理立即得到两个断言，同时有关常数 A 的 
更详细的说明，可由下列关系 推出： 

(dim K)A = tr \£ = tra = | G | — 1 tr $( p ) cr $(^) -1 

geG 

= | G | _1 ^2 tnr = tra . 
geG 

这里我们引用了迹函数的熟悉的 性质： trCAC - 1 = tr > l . □ 

. 我们需要推论的矩阵形式.为此，我们在两个空间 V , W 中选择基分 别为： 

V = (ei\i € />, 

在这两组基下,将我们的映射用矩阵 表示： 

^9 = (^(^)), ^ 9 = 他，⑷)， 

° = ^ = ( aji ); i , i f e /, j ,/ € J . 

由 3 的定义 

= l G l _1 S 如⑷ waW 1 ). (2) 

9 eG t i f € i,yeJ 

因为我们的映射 ct : V ^ W 是完全任意选取的，所以我们可以让 

〜= 0 V(j,i) ^ 0'o,io )； (r joio = 1. (3) 

那么由断言 i ) 推得下列关系 

l G l _1 ' ^ tot ( y _1 ) = o , Vi , t 0> ;,jo ⑷ 

g£G 

(这里 <!> 和屯是不等价的表示 

如果现在令 F = W 且=屯，那么 

tnr = 

* i \ j f 

〜 tra - c - s tra Sa _ 

a = dim^ £== ^^ i = = 5^7 

f / -»/ 
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对照所得到的等式（2)，我们有 


IGT 1 E 

gecy,y 


{g)(Tyi^fi>i{g~ l ) = d ， m -^ Y ] SjiSyi>Gyi 


由此并由 a 选择的任意性（见 （3)) 得到 结论: 推论的断言 ii ) 适合关系 


ICT 1 !：#— 〆 ）={ dimV ， 如果九 

9 eG [ 0, 如果 jo # io . 


(5) 


关系⑷和 （5) 包含了我们所需要的信息. 口 

2. 表示的特征标设（$， K ) 是群 G 的一个复有限维线性表示，定义一个 G 到 
C 的函数 


X * : G — C 
X ^,(9) = tr ^( g ), geG 、 

则称; ^为表示少的特征标，记为 xv 或 X (当不引起混淆时). 

设％ =(作⑷)是算子少⑷在空间 V 的某一个基下的矩阵，而々，…， A n (n = 
dimV ) 是该矩阵的特征根（可以有重根).由定义 

n n 

x 中 ⑷= xv (g) = ⑷ = Yl Xi - 

«=i t=i 

如果 C 是任一可逆矩阵，那么 

trCOpC -1 = tr ^ g . 

但是我们知道，对于任意等价于少的表示①有形式因此 同构的 （等 
价的）表示的特征标相同. 这表明，特征标的概念定义是合理的. 

我们也指出一系列特征标的等价性质. 

命题 假设 X * 是群 G 的复线性表示 {< P y V ) 的特征标.则 
0欠少 ⑷= dim V ; 

H ) X ^{ hgh ~ l ) = 乂伞(9)池 he G , 也就是说，是在 G 的共轭元素类上不变的 
函数； 

沿） X ^(9- l ) = X ^), 对于 G 的任意有限阶元 g (这里的横线表示复共 扼)； 
iv ) 对于表示的直和中=相应地有特征标的和 X * == X # + X ^ f/ - 

证明事实上， X ^( e ) = tr 少⑷= tr £ = dim K 又 

X^ihgh- 1 ) = tr^(hgh- 1 ) = tr$(ft)$ ⑷中⑻一 1 = tr 少⑷ = X ^(g)- 





对于 iii) 的证明，我们注意到 


g m = e=> ^(g) m = £ 

且如果&，..•，>„是算子少 (p ) 的特征根^则就是算子 赠 的特征根. 
特別地， Ar = l,l<t<n, 于是|\| = 1,石=\- 1 .因此 

X^^" 1 ) = tr 伞 ( 夕 ‘ 1 ) = J2K l = ^2^ i = Yl Xi = b ⑷. 

t i i 

最后，如果 $ = $'+<!>〃, 那么我们知道，适当选取表示空间V的一个基，所有矩 
阵％ ，peG， 有形式 

于是 tr% = tr% + tr^. 这表明 x ^(9) = X<x>' ⑷ + X*" ⑷. 口 

我们指出，当 n = dim K = 1时，有 xo ( p ) = Hdl 但当 n > 1时，特征 标心不 
是 G 到 （：• 的同态. . 

例1我们来看群 SU (2) 和它的自然2维表示.令 x 是它的特征标.按照第1 
章§ 1中（5)，任意矩阵 g € SU(2) 共轭于矩阵 

^ = [ € 7 e-t/ 2 ) ' ° … 加， 

于是群 SU(2) 的共轭元素类被所指区间中实数^参数化.根据特征标的性质 ii)， 我 
们有 

x(^) = x ( hb ^> h ~ l ) = x(^) = e iv?/2 + e ~ iifi/2 = 2cos(^/2. 

在标准表示 $ : SU(2) — S 0(3) 下，矩阵变为矩阵 

( cos ip -sin ip 0\ 
sin (f cos v? 0 , 

0 0 l ) 

该矩阵同样可作为正交矩阵群 S0(3) 的共轭类的适当的代表.显然， 


X ^(^) = 1 + 2COS if . (6) 

公式 （6) 我们在下面将用到. 

由 G 到 C 的所有函数的集合 C G = {G — C} 具有 C 上向量空间的自然的结 
构：对于 ai,a 2 € C，x!，X2 € C G , 让 aiXi + ^2X2 表示为这样的函数： 


(aiXi + a ： 2X2)(P) = OLix(g) + 012X(9)- 
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C G 中的一个函数称为中心的，如果它在群 G 的共轭类上是固定不变的.所 
有中心函数显然构成 CG 中的一个向量子空间，我们将它表示为 X C ( G ). 一般地说， 
X C { G ) 是一个无限维空间，但是如果群 G 中只有有限个共轭元素类 G ，/ ： 2 ,…， G 
(对于有限群这总是对的)，则 X C ( G ) 是有限维空间.例如 

x c ( G ) = ( r u r 2 r - y r r ) c , 


这里 

r <(^) = 

根据命题 ii ) 的证明，群 G 的特征标属于空间 X C ( G ). 我们看到，它们上的一个非自 
然子空间实际上等于 X C ( G \ 至少对于有限群 G 是如此. 

下面我们假设群 G 是有限的.将 C G 变为具有内积 

T )c = j^j XI a ^)r(9)y ^reC G } (8) 


j 1, 如果0心， 
\ 0，如果以 


的埃尔米特 空间. 容易验证，型 ( a , r )- ( a , r ) G 满足非退化埃尔米型的所有性质.它 
在子空间 X C ( G ) C C G 上的缩小是非常有益的工具，尤其是对于研究线性表示的特 
征标 • 


定理 2 假设 < P ^ 是有限群 G 的不可约复表示.那么 


(X 少， X 屮 ) g = 


1, 如果$ »少. 
0,如果少兴屮. 


⑼ 


证明在矩阵 S 法里有 


⑷， X ^(^) = 5^分“(办 


在关系⑷中让 io = i , j 0 = j , 然后就 i 和 j •求和（在 i ， j 允许范围内)，对于群 G 的 
任意不可约的等价表示少，少我们得到 

0 = i g i _1 5Z ^j(9)<pu(,9) = icr 1 


9 €G g€ G 

=(X 屮， X 伞 ) G. 
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现在我们应用关系式 （5) (当 i 0 = i ， 允=刃： 

( 卜 - 1 )) 

= |G | _1 •⑷ X^- 1 ) = (X 中 ，X 中 ) G. 

geG 

因为同构的表示的特征标相同，所以当少《少时 ( x ^, x^)g = i . □ 


关系（ 9 ) 称为特征标的（第 一） 正交关系. 

推论 假设 

V = Vi ©•••©% (10) 

是复 G - 空间 K 的不可约 G - 子空间 V ；的直和分解.如果 W 是具有特征标 XW 的某 
一个不可约 G - 子空间，那么同构于 W 的 （10) 中直和项 V ；的个数等于 ( xv . Xw)g 
且不取决于分解的方法（州在 G - 空间 K 中出现的重数).具有同样特征标的两个表 
示（两个 G - 空间）是同构的. 


证明正如我们前面（命题 iv ) 已经看到的， 

Xv = XV, + + XVI,, 因此 (Xv,Xw)g = {xvi ， Xvv)g + • • • + {xv k , Xw)g- 

根据定理2,右边应该是 fc 个0和1的和，而且1的个数等于同构于 W 的 G - 子 
空间 K 的个数，但是内积 ( xv.xwh —般不依赖于分解的分解方式（参见定义关系 
(8))，于是我们同时证明了 W 出现在 G - 空间 K 中重数的不变性. 

对于两个具有相同特征标 x = Xv = 的 G - 空间 V ， K '， 包含在它们分解式中 
的同构于某一给定不可约 G - 空间 W 的直和项的重数相等，它们就等于 （ x ， Xvv ) c . 
因此在两个不可约直和分解式 

i=l i=l 

中，我们可以认为 A : = Z ，且 V 7 名 K , 1 < i < fc . 从而 G - 空间 K 和本身也同构 .口 

Maschke 定理的证明后所做的说明和定理2的推论给出了有限群 G 的任一复 
线性表示 （夂 V )的特征标 Xt 表示为整数线性组合形式的可 能性： 

S 

= Yl mi ^ 

i=l 

其中 叫 是 （$， K ) 的分解式中某一不可约表示⑼， V ；)的重数，且当 i ^时， A 兴 
应用正交关系 （9), 我们可以写 

3 

(X 争， XjJg = 


(11) 
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于是， 任意复表示伞的特征标;^的内积 ( x ^ x^)G 总是一个 整数. 它等于 1 
当且仅当$本身是一个不可约表示. 口 

我们得到了出色的结果.特征标或“表示的迹”，对于每个单个的线性算子 < p ( g ) 
有很少的信息，但对于它们的全部 {$( p )|^ € G }, 也就是表示$本身，却表现出了极 
重要的性质. 

例2我们来证明群^4,5 4 ^5通过三维空间旋转的表示在 C 上的不可约性. 
为此需要回到§3中定理2的推论上来并应用公式 （6) 和 （11). §3中描写的表示 
表明，如果 tt 是一个 g 阶置换，那么少⑷是围绕某一轴的 fc • 2 n / q 角度的旋转，这 
里 g . c . d ( fc ，(7) = 1. 因此，由公式（6)，特征标 X = X 4> 的值可以直接算出： 

X (7 T ) = 1 +2 cos k — = 3, -1,0, 1, , - 1 , 

Q Z A 

对于相应的 l ，2,3,4,5 (fc = ± l )，5 (fc = ±2). 我们指出 


14-\/5 
~ 2 ~ 

\-yfl 
~ 2 ~ 



在 [BA I ]第4章§2习题13表明，一个置换 tt 可分解为不相交循环置换的乘 
积，由此我们可以计算置换 7 T 的阶.按照共轭类的元素的分布以前曾得到表的形式， 
现在添加上特征标 X 的值，有下表： 


12 

1 

3 

4 

4 

>4 4 

e 

(1 2)(3 4) 

(12 3) 

(13 2) 

X 

3 

-1 

0 

0 


24 

1 

3 

6 

8 

6 

Sa 

e 

(1 2)(3 4) 

(12) 

(12 3) 

(1 2 3 4) 

X 

3 

-1 

-1 

0 

1 


60 

1 

15 

20 

12 

12 


e 

(1 2)(3 4) 

(12 3) 

(1 2 3 4 5) 

(1 2 3 5 4) 

X 

3 

-1 

0 

(1 + v/5)/2 

(1 一 匈 2 
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( X， XU = 占{1 • 3 2 + 3( -1) 2 + 4 • 0 2 + 4 • 0 2 } = 1， 

( X ， X)s 4 = ^{1-3 2 + 3( 一 I) 2 + 6 •(一 I) 2 + 8 • 0 2 + 6 • I 2 } = 1， 

(X, X) Ai = 壶 { 1 • 3 2 + 15 • (-1) 2 + 20 • 0 2 + 12 (ii^) + 12 
表明，具有特征标 X 的表示0在 C 上不可约（参见 (11)). 

习题 

1. 设中，屯是有限群 G 的不可约复表示.试得出定理2的推广 

这里/I是 G 的任意元，心，=1或心,* = 0取决于与巾的等价或不 等价. 

2. 将建立在特征标上的不可约判别准则应用到§2第1目例1中的群灸的表示中 (3 ). 

3. 利用舒尔引理 证明： 交换群 G 的 C 上的所有不可约表示都是一维的. 

4. 如果群 G 有一个自同构 t , 那么这个群的每个线性表示（4>，V)也伴随着一个表示 (<t> r ,V), 
其中 f 规定为 <P r (g) = <I>(T(p)). 验证这一结论，并证明，如果<!>不可约，那么V也不可 
约. 通常， % 中， 但是常常有得到新的表示的情况.如果 T 是内自同构，情形如何呢？ 

令 G =々，<!>是例 2 中所见的 表示. 映射 r : tt — (1 2) tt (1 幻一 1 是戊的一个（内）自 
同构，它置换代表元 (1 2 3 4 5) 和代表元 (1 2 3 5 4) 所在的两个共轭类.其相应的特征标 
X和 X T 的值也分別对调了 （1 + \/5)/2和 （1 - y/b)/2 的位 S. 证明： 这两个特征标 x T 与 
X不等价. 

5. 设中： G — U(n), 少： G — U(n) 为有限群 G 的两个等价的不可约酉表示. 证明： 存在酉矩 
阵 C 使 

C^ g c~ l = ^geG. 

6. 证明拥有 C 上忠实不可约表示的有限群 G 的中心 Z(G) 总是平凡的或循环的. 

7•设 p ^ — 屯 9 为有限群 G 的两个矩阵复表示.假设对于每个 g^G , 存在非退化矩阵 

使 证明，存在不依赖于 y 的非退化矩阵 (7, 使 c^c- 1 = ^ g . 

§5 有限群的不可约表示 

1. 不可约表示的个数 在有限群的情况下，前面的研究允许我们来回答群表示 
理论的一些基本问题.其中之一是下面的 



定理 1 C 上的有限群 G 的两两不等价的不可约表示的个数等于群 G 的共耗 
元素类的个数. 

如果我们注意到群 G 的共轭元素类的个数 r 被我们解释为 G 上中心复值函数 
空间 X C ( G ) 的维数（见§4⑺)，定理的证明包含在引理1和引理2中.因为线性表 
示的特征标是中心函数，所以它们在 X C ( G ) 中生成一个维数 s < r 的线性子空间. 
由§4定理2,不可约表示的特征标是这个子空间的一个标准正交基.于是，我们关 
心的数等于\且它不超于 r . 剩下只要证明 s = r . 

引理 1假设 r 是有限群 G 上的一个中心函数， （少， V )是 C 上具有特征标 
的一个不可约表示 

那么对于线性算子 

$r = r(A)$(/i) : V-^V 


有 $ r = Af ， 其中 


A= 晶吣，〜 


( r 是由等式 r ( p ) ==_所确定的一个中心函数). 

证明 因为 r 是一个中心函数，所以 

少⑷伞 r 少⑷一 1 = E ⑷ 

h 6 G 

= ^2^(9hg- l )^{ghg^ 1 ) 

/ i€C 

= E r ( W ) = $ r - 


因此，少 r 伞⑷ =<^( y )4> r , V (7 G G . 舒尔引理 （§4 定理 1) 运用到情况 a = 听，表明 
算出这个等式两边的算子的迹，我们有 

(e) = Adim K = tr Af = tr$ r 

=E 


^\G\[\Gr^ x ^h)m 

I hec 


引理 2 C 上群 G 的所有两两不等价的不可约表示的特征标 Xl , X2 
成空间 X C ( G ) 的一个标准正交基. 


， Xs 构 
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证明 由§4定理2, Xl ，…，是正交的，且它们可以含于空间 X C ( G ) 的标准 
正交基令 r 是任一与所有》正交的（即 ( xi,n = o ) 的中心函数.那么由引理1， 
对应于具有特征标仏的表示的线性算子等于零. 

由 Maschke 定理，任一复表示$可以分解为直和 

$ = mi 伞⑴ + • • • 

对于某些重数 m u ... , m 3 . 对应于由关系式 

heG 

定义的算子的这一分解，我们有 

少 r = • - J = 0. 

特别地，这与线性算子 p r 有关，这里 p 是一个正则表示（参见§ 1例 5). 但在这种 
情况下，我们有（为了避免写 〜， 这里暂时用符号1来表示群 G 的单位元） 

0 = Pr ( ei ) = ^2 ^( h ) p( h ) e i 

/ i€C 

= ^2 r (^) e /i r(/i) = o . 

heG 

因为这个等式对任何 heG 成立，所以 r = o , 从而 r = o . □ 

例 1将定理1运用到对称群为，我们知道,这个群恰好有三个不可约复表 
示.不需要寻找它们 •• 在§2第1目最后包含了所有必要的信息.顺便说一下，表示 
$(1)声 声 的维数的平方满足关系1 2 + 1 2 + 2 2 = 6 = |5 3 |.下面我们将看到，在 
一般情况下也有类似的关系. 

2. 不可约表示的维数 我们来考察一些更详细的正则表示 （ p，〈 ej7 |p e G 〉 c ). 我 
们用私来表示线 性算子 p (/ i ) 在给定基 { e 9 \g e G } 下的矩阵.因为 p ( h ) e 9 = e ,^, 
所以当 ft # e 时，矩阵的所有对角线元 素都等 于零,从而 trR h = 0. 于是 

X P ( e ) = | G |, XpW = 0, V/i ^ e . (1) 

现在令 （< MO 是 C 上群 G 的任意不可约表示.作为 §4 定理 2 的推论所证明 
的，少在 p 中出现的重数等于内积（％， 4)(7 •由⑴ 

( Xp . xJg = \ G\~ l ^ XpWx ^( h ) 

h€G 

= l G l 一 1 Xp ⑷、⑷= \ G \^ l \ G \ x ^,{ e ) = dim V . 


( 2 ) 



我们看到，每个不可约表示（精确到等价）在正则表示中出现，其出现的重数等于它 
的维数.按照定理1，有 r 个两两不等价的不可约表示 


少 (1 )，企( 2 )，... ，$( r )， 

(这里 r 为群 G 的共轭元素类的个数)，它们相应的特征标 

XI ， X 2，." » Xr , Xi = X ^\ 

维数分别为 

ni ， 7i 2 , … ,n r , rii = Xi(e)- 

通常取满足 Xi ( g ) = hVgeG , 的单位表示作为 0 (1) . 关系式 （2) 表明 

p = ni 少⑴ 4* • •. - fn r $ (r) , 

由此得到 

Xp = nixi + • • • + rirXr- 

特别地， 

|G| = x P {e) = rnxi(e) + …+ n r Xr •⑷ 

= nf + …+ n?. 

定理2每个不可约表示中⑷出现在正則表示 p 的分解中，其出现的重數等于 
自身的维数.有限群 G 的阶 | G | 和它的所有不可约表示的维数 n ,,... , n r 满足如下 
关系： 

Z n i =| G |. (3) 

t=i 

对于阶数不大的群，这个漂亮的关系式 （3) 对于找出所有的维数 m ,...， n r 已 
经足够了，不过在一般情况下， 当 然还需要一些补充的考虑. 

关于不可约表示的特征标（或简称为不可约特征标）的信息写成下列表是方 

便的 







有限群的不可约表示 


该表称为特征标表.第一行是群 G 的 r 个共扼类心=乂 7 的代表.例如，群 S 3 的特 
征标表为 



(对照§2第1目后面的表).与通常一样，我们用 C ( g ) = C G ( g ) 表示元素 geG 在 
群 G 中的中心化子.我们知道， | C ⑷||，| = | G | (见第1章§3第2目).于是，§4 
的关系 （9) (第一正交关系）可以改写为 


V' Xi{9j) Xk(9j) _ 1 l G l / 7—X 

h )i - •⑹ XA: ⑹ 


=j^j X] Xi(9)Xk(9) 


''geG 

(XuXk)G = S ilci 



定理 3 C 上有限交换群 >4 的每个不可约表示的维数为 1. 这种两两不等价的 
表示的个数等于>1的阶 | A |. 反之，如果群火的每个不可约表示的维数为1，那么>1 
是交换群. 
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证明因为交换群4的共轭类的个数等于它的阶，所以前两个结论可由定理2 
推得（也可参见§4习题 3). 现在假设关系式 （3) 中所有〜等于1，则我们有 r = 01， 
这等于说群是交换的. 口 

定义假设是一个交换群.群 >4到复数域乘法群 C * 的同态集合 

A = Hom(i4, C*) 

与算子逐项乘法 

( XiX 2)( a ) = Xi ⑷ X 2 ⑷ 

(Xi eA } aeA ) 一起，称为 C 上群力的特 征标群 ( X 一 1 =无). 

定理4群 A 与群4同构. 

证明由定理3,我们知道在任何情况下有 I 川= 01. 根据第2章§3的结果， 
群>1分解为循环群 八 = 〈叫） 的直积 

A = Ay x A 2 ^ x Ak 

(它们是不是准素循环群并不 重要； 我们采用的乘法记号为4中乘法).如果 | 人 | = & 
且 G 为1的〜次本原根，那么对于>1中每个元 d =冲必…4,其特征标 Xa €^ 
由关系式 

X “❿卜 . 严…， 

所确定.显然, XaXa ^ = Xaa ^ (见定义).如果 

a = aj 1 a.2 ••• a 1 ^ ^ a\ l a 2 2 = a \ 

那么存在指数 i 使^ 于是 

Xa (« i ) = e \ 4 ^ £•* = Xa f ( di ). 

从而所有特征标 Xa 两两不同,且映射 a - Xa 建立了 4与 A 的一个所要求的同构. 

□ 

定理4的证明方法显然给出了交换群的所有不可约表示的明显的结构. 

例假设是一个阶为 V 的初等交换群, X 是它的一个不可约复特征标且 X 
不同于单位表示，即 X ( a ) # 1,对于某 a € Rn . 那么 Kerx = K 2 n - i 且有分解式 
K 2 n = B U aB 为 S 的陪集分解，所以 

Xi ^ b ) = (- l)S i = 0， l ， 

特别地，克莱因四元群％ (关于它的表示在第1章§2问题2中谈到了）有下列特征 
标表： 


交换群的表示的结果也容许我们去得到有关任意有限群的表示的一些信息. 

定理5 C 上有限群 G 的一维表示与商群 GIG (这里 G ' 为群 G 的换位子群) 
的不可约表示之间存在一一对应.它们的个数等于指数 (G : G 1 ). 

证明我们首先进行一般的讨论.设 G 是任一个群，是它的一个正规子群.如 
果少是群 G 的一个表示，其核 Ker ^ D K , 那么我们可以确定商群 G / K 的一个表 

示$ : 

HqK ) = ^>( 9),9 eG . 

这个定义的合理性是显然的（参见第1章§4定理1的证明)，而且显然 Ker $ = 
( Ker $)/ A ：. 特别地，如果 K = Ker $, 则表示丕是忠实的. 

反之,若有满同态 n •• G — H , 则群//的任一线性表示屯都诱导一个群 G 的 
表示0，这只需令 

^(9) =吻⑷） 

即可.因为 7 T 是满射，所以 $( G ) = 寧) 且$，屮同时可约或不可约.由对应定理 
(第1章§ 4 定理 3 )， Ker <^ = Tr -^ Ker ^). 因为交换群（而准确地，循环群） Im 伞是 
与群 G 的任一一维表示$相对应，所以 Ker ^> D G f . 现在由简单地运用定理3,上 
面所做的说明以及第1章§4定理4,就得到定理的证明. 口 

4. 某些特殊群的表示虽然原则上讲，为了得到有限群 G 的所有不可约表示， 
只需将它分解为正则表示（定理 2), 但是实际上这有极大的困难，必须采用其他迂回 
的方法.经常采取的方法是首先建立特征标表，然后再构造表示本身（参见第4章 
§4相关内容).不过下面我们有机会见到一些例子都是相当简单，而不需要任何技巧. 

A ) 假设 G 是作用在集合 n = {1,2, …， n } 上的任一 2-可迁置换群（见第1章 
§3例 3). 再令是群 G 在空间 V = ( ei ,6 2 ,---, e n ) 上的一个自然表示，其作用为 
少 ⑷ ei = ew ) (见§ 1例 5). 不难理解，值 x ^(9) 等于在 y 作用下保持不变的点 k 
(基向量的个数 N ( g ). 根据第1章§3定理3,我们有 

E (9) X ^{9) = Y 1 、⑷ 2 = E 物 ) 2 = 2| G |, 

9 泛 G g£G g^G 


显然这可以改写为 


(X 少 ，X 争 ) G = 2. 


(5) 
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将 （ 5) 与 §4 关系式 （ 11) 对照，我们得到结论:少是两个不可约表示的直和 (2=1 + 1 
是2写为自然数平方和的唯一形式).但是我们也知道，$ =钐 1 ^少，其中 (^ l \ U ) 
是单位表示，而④是作用在空间 W = (ei - e n , - e n , ••- , e n _i 一 e n 》 上的 n - 1 维 
表示.如果分解式 V = ㊉ W 可以继续在 W 上分解，那么不可约的项将超过2.于 

是，我们有下列非平凡的论断. 

域 C 上的2-可迁置换群的自然的线性表示 （$, V )是一个由单位表示和一个不 
可约表示的直和. 

特别地，群 S n ，n > 2;人 ， n > 3中的每一个都有一个 C 上的 n - 1维的不可约 
表示屯，且其特征标由公式 


X 屮⑷=物)- 1 ⑹ 

算出. 口 

我们曾经作为例子讨论过群为 （§2 第1目例1)，找出矩阵也没有特别的困 
难. 为了由公式⑹算出&⑷，只要知道置换分的循环结构.少 a 的图解说明 如下: 



C 

(1 2)(3 4) 

(12 3) 

(13 2) 

X 少 

3 

-1 

0 

0 


Sa 

c 

(12)(3 4) 1 

(12) 

(12 3) 

(1 2 3 4) 

X 少 

3 

-1 

1 

0 

-1 


^5 

€ 

(1 2)(3 4) 

(12 3) 

(1 2 3 4 5) 

(1 2 3 5 4) 


4 

0 

1 

-1 

-1 


B ) 交错群山的不可约表示. 我们收集一下我们已经知道的一些事实 .群山 
有 4 个共轭元 素类. 这些类的代表元和它们的势放在下表的上面两行 


12 

1 

C 

3 

(1 2)(3 4) 

4 

(12 3) 

4 

(13 2) 

XI 

1 

1 

1 

1 

X2 

1 

1 

e 

e* 1 

X3 

1 

1 

e- 1 

e 

X4 

3 

一 1 

0 

0 


换位子群圮= {e,(l 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)} ^ A 中的指数为 3, 所以山有 
3 个一维 表示： 少⑴= xi ， 中 (2) = X2, 灸 (3) = X3 (其核为 < 且 e 3 = l,e / 1 )， 和一个 
三 维表示$ ⑷ (I 2 = I 2 + I 2 + I 2 + 3 2 ). 与§ 4 中例 1 和例 2 中山的表作比较，我们 
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看到，具有特征标 X 4 的表示中⑷等价于旋 转群山 （四面体群）的表示軋也等价于 
群的与2-可迁群 Aj 相联系的表示屯. 

C ) 对称群 S 4 的不可约表示.下表的上两行取自第1章§3习题4.表示$ ⑴ = 


24 

5 4 

1 

e 

3 

(1 2)(3 4) 

6 

(12) 

8 

(12 3) 

6 

(1 2 3 4) 

Xi 

1 

1 

1 

1 

1 

X2 

1 

1 

-1 

1 

-1 

X3 

2 

2 

0 

-1 

0 

X4 

3 

-1 

-1 

0 

1 

X5 

3 

-1 

1 

0 

-1 


Xi 是单位表示.表示$ (2) 由 A 中置换的奇偶性确定（正负号).因为 （ S 4 : 5^) = 2 
(第1章§4第2目例子),所以再没有其它一维的表示.具有特征标&和核％ <^ 4 
的二维表示 W 3 ) 由定理5的证明中所叙述的得出.具有特征标 X 4 的表示$( 4 )由立 
方体的旋转得出（见§4例2对于 S 4 的表).带有特征标 X 5 的表示少 (5 )=少（见例 
1中的表）与 群&的 2-可迁性相联系.它也等价于适合四面体的所有对称变换“ 
(旋转加反射）的 表示； 也就是说,这些变换对于描述磷分子的振动是重要的 ([BA I ] 
第1章§2问题 2). 

D ) 四元数群的不可约 表示. 关于四元数群 Q 8 已在第1章§4第5目例2 
中介绍过了.那里给出了（但没有说出自己的名称）具有下列特征标 X 5 的一个二维 
不可约表示^ 5 ); 



四个一维表示有核为换位子群 ( a 2 ), 且它们被第3段的例子中的表所确定. 


习题 

1. 利用不可约特征标，对于基中心函数 r \ (见§4⑺）的分解式 r \ = ZtijXj 的系数以明显 

的式子心= ( r ilX j ) G 来描绘，从而得出关系 （4). 3 

2. 证明（回想一下关于向量空间 V 吁与它共轭的线性函数空间之间的同构)，由条件 
a T ( x ) = X ( a ) 定义的映射 t : A^A 是交换群> 1 到 i 上的一个同构 映射. 
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这个结论和定理4 一道建立了所谓的有限交换群 的对偶原理. 对于拓扑交换群有类似的 
但要比对偶原理深刻得多的原理，是由 L . S . 邦特列雅金（苏）创立的，并由此导致了一些重 
要结果. 


3. 证明，如果有限交换群4有忠实的复不可约表示，那么 A 是一个循环群. 

4. 假设 A 是有限交换群， B 是它的子群.证明，群 B 的特征标可拓展为群 A 的特征标，且这 
样的拓展的个数等于指数（乂 ： 

5. 论证第4 0 C ) 中最后括号前的一句话. 


6. 复特征标 X 在有限群 G 的元素上的平均值 


等于什么? 


7. 收集与群有关的不同的表，汇总出下列特征 标表: 


60 

^5 

1 

e 

15 

(1 2)(3 4) 

20 

(12 3) 

12 

(1 2 3 4 5) 

12 

(1 2 3 5 4) 

XI 

1 

1 

1 

1 

1 

X2 

3 

-1 

0 

(1 + Vh )/2 

(1 - v/5)/2 

X3 

3 

-1 

0 

(1 - >/5)/2 

(1 + n/5)/2 

X4 

4 

0 

1 

-1 

-1 

X5 

* 

* 

* 

* 

拿 


给出具有特征标 Xl ， X 2 ， X 3 , X 4 的不可约表示的表述.并利用特征标的第二正交关系 （4) 
填写表格的最后一行. 

8 •假设 P ^ ij,k < p - 1) 是 p 3 阶群， 矜在第 1 章 §3 习题 3 中研 究过; 

V = 〈 eowi ". ' p-Oc 是 p 维复向最 空间 ； e 为1的次本 原根； 4,8 ，C 是 V 上的线性 
算子，其定义关系为 


Aei = e * + i , B k a = e _ fcl e “ C k d = e k e it 0 ^ t < p - 1. 

(基元的下标按模 p 来 取). 

证明： 映射 

4 > (fc) : A, B^B k , C^*C k 

确定了群尸的一个线性不可约表示.表示中⑴， ••• 两两不等价且与 p 2 个一维表示 
—起 （ P 2 为换位子群 P f = 在/>中的指数）组成群 P 的所有不可约复表示. 

9. 补充计算下列论断.设 

D n = ( a , 6| o n = e ，6 2 = e ,6 a 6 _1 = a n_1 ) 

是阶为 2 n 的二面体群，它的性质（包括共轭元素类的描写）己在第1章§4第5目例1中 
给出. 因为 < a 》 < 队，所以映射 a h 1,6— 1和1,6^ -1 给出两个一维表示•令 e 
是 1的 n 次本原根.那么映射 • 


伞 ⑴： a 


^ 0 
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将确定一个2维表示.表示伞⑺在 j = 1，2，一 ，[(7 i - 1)/2] 时不可约（这里 ㈤ 表示实 
数 a 的整数部分).当 n = 2 m 时，表示被分解为两个一维表示 a ^ — 1，6 ^ 1和 
a - -1,6 - -1 的直和.这与这样的事实 一致： 换位子群在 D 2 m 的指数为4,而 
D 2 m/D' 2rn ^ Z 2 x Z 2 . 所有指出的表示不可约且成为二面体群的不可约复表示的全部.找出 
表示少⑴的实的实现.以明确的形式指出同构（等价） 中 ( >> « ^ k \ k > mJ ^ m . 


10. 晶体群 （见 [BA I] 第 1 章§ 2 问题 2) •设 E 是 n 维欧几里得空间， K 是与 E 相伴的具有欧几 
里特内积的向量空间.空间 E 的任意运动 d 符合正交线性变换3 C 0(n)， 而且不石= did 2 . 
设空间的运动群为 D ， 如果任意点的轨道是离散的（没有极限点）且存在紧集合 MCE 
满足 D ( M )= \ J o d ( M ) =忍，那么 D 称为晶体群.根据 Shenflisa-Bieberbach 定理，晶体 

群 D 包含 n 个无关仿射移动，它们在 £) 中生成一个正规子群 L , 且 D 3 D/L 是一个有限 
群（晶体点群).当 n = 3 时，所有几何上不同的晶体点群有 32 个.显然，它们当中可能有群 
包含反射（非正常运动).由结晶性的条件知道， D 中的任意正常旋转用矩阵表示是这样的 

( cos 汐 —sin ^ 0 \ 
sin 9 cos 0 0 J 
0 0 1 / 

其迹= 1 + 2cos 0 € Z .依据 §3 定理 2 和指出的观点证明，当 n = 3 时，没有反射的 
点晶体群只有循环群(^，。，(^，(^，(^，二面体群 D 2 i D 3 ， D 4 ， D 6 , 四面体群 T 和立方体群 
(八面体群） O . 


§6群 SU (2) 和群 S 0(3) 的表示 

与群 S0(3) 的表示相联系的具体形态是“物理”思维的部分.反映许多物理问题 
之对称的 S0(3) 的作用从数学角度是有趣的，其中包括，它诱导一个在方程△/ = 0 
的解空间上的作用，这里 

a 2 d 2 d 2 

+ + a? 

是拉普拉斯微分算子.这个问题的二维模型曾在本章开头讨论过（问题 1). 

群 S0(3) 的每个元是形如第1章§1中⑴的某些算子 B ^ Ce 的积.但是^ 
不作用在 z 上，而 C 0 作用在 rr 上.因此方程 △/ = 0对于^和的不变性可由 
在二维的情形下所得到的计算结果得到.我们现在得出 结论: 方程 △/ = 0对于整个 
群 SO(3) 是不变的，或者换句话说， 

△/ = 0 =» A(^/) = 0, V^€ SO ⑶， 

其中％；/是由关系式 

(^ g f)(x,y,z) = f{g~ 1 (x),g~ 1 (y),g^ l (z)) ( 1 ) 
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所定义的函数.由条件，对于具有矩阵 ( a tJ )? 的正交变换疒\其新的变量的列有 
形式 

厂 1 ⑷ 

厂 Hy ) 

9~ l (z) 




根据⑴ 


(% ㈣ /))( 工， 1/ ，名 )= (^hf)(g~ 1 (x)^' 1 (y), g^\z)) 

=/((»*) -1 ⑻，(抑广 1 ( y )， (ghy l (z)) 

= (^ghf)(x y y,z). 

于是 

= ^ghy 

也就是说，线性算子 ^ge S 0(3), 作用在函数上满足映射少 j h <^，是群 S 0(3) 
的一个表示.这个很自然的构造表示的方法（这实际上我们以前在研究带有群的 
作用的对称函数时采用过）原则上适用于许多群类且它属于常见的泛函分析的方法 
之列.仅仅需要依据具体的条件，选择必要的函数空间，然后再将其分解为不可约的 
不变子空间（调和分析的问题). 

假设群 S 0(3) 的所有不可约表示是有限维的（相同的事实对于紧群)，函数取为 
固定次数 m 的齐次多项式 


/(x ， y，4 = ^2 a s,t x9 y l 


( m = l ， 2 , 3 , …). 它们构成 ( m 2 f 维的空间 Pm ( iS - [BA I ]，第 5 章§ 2 ,习题 4). 

因为厶 fe 所以条件 △/ = 0等价于在系数 上的 ㈡ 个线性条件.方 

程 △/ = 0的解/ e P m 称为 m 次齐次调和多项式.由于算子 △ 的线性性，它们组 
成维数为 + l 的子空间(我们有维数 < 2 m +1，但是实 

际上有等 式). 根据上面所说，// m 对于群 S 0(3) 的作用$ =如叫是不变的.于是， 
关于下列事实的定理是正确的：表示少 ( m ) 的空间 ff m 在 C 上不可约且群 S 0(3) 在 
C 上的任何不可约表示等价于奇维数 2 m + 1的 表示⑼ (m) ，// m ) 之一.我们不证明这 
个定理，而只是交待一下，并将注意力转到群 SU (2), 这里稍微容易地得到不可约表 
示的族.由于存在自然同态 SU ( 2 ) — SO (3) 其核由矩阵土£；组成（见第1章§ 1)，群 
S 0(3) 的任意表示屯同样可以看作为群 SU (2) 的表示（见§5定理5的证明)，且满 




足称之为 奇偶性 的条件 ：屯 -e = I . 在这种情况下，不言兩喻，对于所有 g e SU (2), 
将同样满足等式屯1 反之，在满足奇偶性条件下，群 SU (2) 的表示屯同样是 

S 0(3) 的表示.群 S 0(3) 的“双值的”表示，即不满足奇偶性条件的群 SU (2) 的表示 
也具有物理涵义.例如，通常的二维（自旋）表示属于它们之列. 

我们也指出，群 S 0(3) 的不同于单位的任意不可约表示是忠实的，这可以从群 
SO (3) 的单性直接得到（第2章§ 1定理 3). 

定理1假设 K * = ( x k y n ~ k \k = 0,1, •• - , n ) c 是一个具有两个复变量的 n 次齐 
次多项式的空间，且群 SU (2) 在其上对于每个元素 

9 = {-Va)' Ia|2 + 1/3,2 = 11 

有作用少 ㈨ : 

(屯 $ n )/) ( x , y ) = f(ax - 0 y y px + ay ), 

则 （少 (n) ，KJ 是群 SU ( 2 ) 的维数为 n + 1 的不可约表示•当 n 是偶数时， （屯 ( n ) ， V „) 
也是群 SO (3) 的不可约表示. 

证明 假设多项式 

n 

f ( x y y ) = ^ a k x k y n - k ^0 
fc =0 

包含在某一个不变子空间 t / C K 中.那么同样 

E ( e 吻广 咐=衫一一 /2 « } /) { x yV ) € £/, 
fc=o 

其中 b 是 SU (2) 中形如第1章§1⑷的元.因为 P 是区间 (0,2 tt ) 中的任意实数, 
所以可以得出具有范德蒙德行列式的线性系，由此得到，对于任意其系数 q # 0的 
单项式， 

f ( x y y )€ U => x k y n ^ k eU . (2) 

但是如果对于某个 A : 有 x k y n ~ k G U , 那么 

a k T ~ k x n + ... + ( ax ~ Py ) k (0 x + ay) n ' k = ^ { x k y n ^ k ) € U . 

取夕具有 a /3 一 0,由 （2) 我们有 f € C /， 而这本身也推出 

因为 ( = (一奶# 0,所以 x9 y n ~ a = 0， l ，."， n . 于是 y = V „， 从而 

的不可约性被证 明了. 


其次 
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申 ( x k y n - k ) = (- x )*= (- y (n_fc) ) = (- l ) n x fc y n - fc , 

所以当 n = 2 m 时它满足奇偶性条件（见上面的说明）且 {^ 2 m \ V 2rn ) 可以认为是 
2 n + 1维的不可约表示. □ 

实际上，屯 (2 〜等价于群 S 0(3) 在 m 次齐次调和多项式空间上的表示，但 
是我们不在此停留，也不打算（虽然这是可能的）在中选择那样的基，使得表示 
^ ( n ) 成为酉表示.我们仅仅指出，借用张量分析的术语，群 SU (2) 的表示屯》同样 
可以在 n 级共变对称张董类中实现.紧群（包括 SU (2) 和 S 0(3)) 的完整也十分易 
懂的表示理论通常借助于李群和李代数的对应关系在无穷小方法的范围内发展.关 
于这一点在第2章已多少谈过. 

习 题 

1. 构造 2m + 1个线性尤关的 m 次齐次调和多项式. 

2. 证明： 任意齐次多项式 fe Pm 可以写为次数为 m，m - 2, m - 4, • • • 的调和多项式的线性 
组合，其系数依赖于 a: 2 + y 2 + 2 2 . 

3. 由习题2得出 ：球面 S 2 : x 2 -f y 2 -f 2 2 = 1上的任一多项式函数 ( X，y，Z) — g(x, y) z) 
能够按球面函数（调和函数在 S 2 上的限制）来 分解. 

4. 不通过群 S0(3) 的不可约表示的完全描写，证明同态 T : SO(3) — SU(2) 也许只是平凡的. 


§7表示的张置积 

1. 逆步表示假设 （钇 V )是群 G 在域 C 上的一个 表示. 我们来看对偶空间 
V •(即 K 上的线性函数的空间）且令 

(^(9)f)(v) = f (W 1 )”) ， fev\vev. ⑴ 

算子的线性性可立即验证.在 y 和 K * 中选取对 偶基： 

V = (ei, ••- ,e n ), v m = (fir- Jn), fi{ej) = <5 0 . 

线性算子 $ •⑷在基（力，…， / n ) 上的矩阵是算子$(厂 1) 在基 〈 61 ，…， en > 上矩阵 
的转置 矩阵： 

^ = (2) 

因为 

= '(^-1^-1) = 
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所以，一般地讲，关系 （2)( 或 （1)) 所确定的是群 G 的新的线性表示它被 
称为表示 的逆步 （或对偶） 表示. 每当我们令作用在向量（反变张量）上的群 
作用到向量的坐标（共变张量）上时（实际上这已在§6出现过)，研究这种表示的必 
要性都将出现.由 （2) 不难发现， （$•)•« 企.互相逆步的表示也许没有区别或者等 
价.例如，如果 （$， G ) 是一个实正交表示，那么％ = ^,-1 = 但在一般情况下, 
表示少与 V 是不等价的，最简单的例 子是： 

C 3 = (a\a 3 = e); 中⑷ = e ， ^>*(a) = £ _1 (e 3 + e+l = 0). 

对于有限群 G ， 逆步表示的等价性的准确的判别准则可用特征标理论的语言得 
到.因为矩阵 A 与 M 的特征多项式相等，所以由特征标的初等性质（见 §4) 推出 

X ^(9) = X ^{9)- 

特别地，特征标仅为实数值的表示少等价于 < r . 自然地总有 

于是同时可约或不可约. 

2. 表示的张置积在 [BA Ilj 中已经定义和构造了域 P 上的任意两个向 M 空 
间 K 和 W 的张量积.同样线性算子 A : V ^ V , B : W ^ W 的张量积 


A (^ B : V®W -* V ( S>W 
也曾被定义.它是这样定 义的： 


A ^ B(v (S^w) = Av^ Bw y 


而由线性性，我们有 


(A^B) j [ Vi I = [ Avi <S) Bwj 


由定义 （3) 不难推得下列关系 


( A ^ B )( C (^ V ) = AC ® BV , 
(A + C)^B = A^B + C^B, 

A^\t3 = XA®B = X{A(S B), 


(3) 


同时对于迹有公式 


trA B = trA - trB. 


⑷ 
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现在假设（$， F ), (夂 是群 G 的分别带有特征标 X # ，的两个线性表示.自 
然地我们定义表示⑼ O 屯 ，V 0 H 0 的像 •. 

屯）⑷= ^( g )® 屯(夕 )， G G . 

由线性算子张 M 积的一般性质和公式 （4) 知，映射屯将确实给出群 G 的具有表 
示空间 V (^ w 和特征标 

(5) 

的一个 表示. 我们称 为表示 ⑼， V )和（屯 , HO 的张量积.当屯= 
丸 W = V 时，同样称为张量的 平方 . 等式 （ 5) 的右边是中心函数;^ 和 ；^ 的通常 
的逐项积. 

十分显然，如果 t / 是 V 中的 G - 不变子空间，那么 U ^ W 也是 V ^ W 中的 G - 不 
变子空间.类似的结论对于州中的 G - 不变子空间也成立.但是，由 v 和 IV 的不 
可约性决不会推出 v ^> w 的不可约性，例如群为的二维表示的张量积$ ⑶ ® $⑶ 
(见§5第2目中的表).实际上， dimc < I > (3) 0少⑶= 4,而群 S 3 的不可约表示的最大 
维数等于 2. 

包含在少0 %或一般地,包含在一些线性表示的 张董积 

伞 (i) ® 中 ( 2 ) ® • •.⑭ 伞 ( p ) 

中的不可约表示的有效描写的问题有重要的意义，因为许多重要的且非常自然的群 
表示都以张量积的形式出现.正是从这个角度霜要来考察群 SU (2) 和群 S 0(3) 的表 
示（见§6)，同样需要来考察§1第2目的例3和例 4. 对称和斜对称的共变（或反 
变）张 fl 的不变子空间常常出现在各种几何应用中.当表示的完全可约性的定理成 
立时，所考虑的问题尤其诱人. 

3. 特征标环为了简便起见，我们只讨论复数域 C 上有限群 G 的情形.假设 
少⑴，伞⑺ ，… ，少⑺ 是 C 上群 G 的两两不等价的不可约表示， xi,X2,-*-,Xr 为它们 
相应的特征标 （r 为 G 中共轭元素类的个数).我们知道， 

少 <g ) 屯 ％ mi 少⑴ +7712 少 (2) + • . . +mr$ (r ), 

其中重数％仅取决于少和少.由公式 （5) 

X^Xip = 爪 1\1 + . • • + TTlrXr - 

设 X Z ( G ) 为特征标 XI , --^ Xr 的所有可能的整数线性组合的集合.我们以前证 
明过，( XI , •• - , Xr ) 是空间 Xc ( G ) 的标准正交基，因此 X Z ( G ) c Xc ( G ) 在任何情况 
下是具有生成元 XI ，... ， Xr 的一个自由交换群,它它的元素称为群 G 的广义 
特征标.这些组合 ZrrtiXi . mi ^ O , 将是仅有的真正的特征标. 




由前面的讨论看到，表示的张量积在 X Z (G) 上诱导一个二元代数运算，这个运 
算适合交换律、结合律和分配律.简言之，下列定理成立. 

定理 1广义特征标构成一个有单位元的交换结合环 X Z (G), 其单位元是单位 
特征标 Xi . 

X C (G) 本身也是一个 C 上的 r 维的交换结合代数.环 X C (G) (代数 X C ( G )) 的 
结构完全 由构造常数，即 关系式 

XiXj ⑹ 

k 

中的整数 mfj ， 所 确定. 特别地，等式 = S kj 反映了 X Z (G ) 的可换性 
和 Xi 的单位性•由（ 6 ) 

Xi(9)Xj(9) = ^2 <油)， 

k 

在此式两边同乘 按 geG 求和并应用特征标的第一正交关系，我们得到 

m tj = j ^7 X ] Xi(9)Xj{9)Xs(9) - (7) 

1 1 p€G 

于是，构造常数表达为特征标的术语. 

由 （7) 可以得到一个不复杂的 论断： 

m lj = J^^2xi(9)Xj(9)Xi{9) = ^^2xi{9)Xj(9) 

= ^^2xi(9)Xj(9) = (X“X;)G ， 

其中 Xj = 少⑴ •是 <!> ⑺ 的逆步表示（见第 1 目） 的特征标.于是， 单位表 

示能作为分量出现在 ⑺ 的分解式中当且仅当 少⑷ 等价于表示 = $0> 
(否则 mb = ( x «, X；)g = 0). 我们也指出， 一维表示少⑷与任意不可约表示 $ ⑴的 
张量积总是不可约表示，其维数为 少⑴ 的 维数. 这是相当明显的，不需要任何解释， 
而正式地可由不可约特征标的检验得出.如果 

X ==: V ) 0 中⑴ K ， 

那么 Xi(9) 是它的次数为1的复根且= 1,所以 


( X ， X)G = 7^7 Xi{9)Xj(9)Xi(9)Xj(9) 

9 

= 点 [ Xj •⑷油 ) = {Xj,Xj)o = 
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例 1 0=^( 见§2第1目的表及§5第2目中的表)： 

少⑴⑭ $( 3 ) « $( 2 )⑭ $( 3 ) % 少( 3 ). 

例 2 G = * S 4 ( 见§5第4目例 3): 

伞 ( 2 ) 区 )$( 4 ) % $( 5 ) 少 ( 2 ) ® 企 ( 5 ) % 少 ⑷. 

最后我们来证明下列有趣的定理，它是§5中关于正则表示分解的定理2的 
推广. : 

定理2假设 x = ^ 是复数域 C 上有限群 G 的忠实表示（少， K ) 的特征标，它 
在 G 上有 m 个不同的值.那么每一个不可约特征标 Xfc 带有非零系数地包含在特征 
标 X Q = Xi , X ， X 2 , … . x " 1 - 1 至少某一个的分 解中. 换句话说，对于任意忠实 表示軋 
每一个不可约表示包含在某一个张量积彡 m - 1的分解中. 

证明假设吣= X (9 j)J = 0, 1, • • • ， m - 1， 是群 G 上所取的特征标的不同的值， 
而且 u；G = deg $. 再令 

G i = {9^ G \ x { g ) = x ( gj ) = ^ j }- 
根据表示的忠实性，我们有 

Go = Ker$ = {e}. 

假设 U 是不含于任何一个特征标 Y 的分解式中的群 G 的不可约特征标.那么 
0 = \G\{x^Xk)c 

m— 1 

= Xk{9) = 0 彡 1 •彡 m—l ， 

i =0 g^Gj 

是相对于 

T 3 = Xk ^ 

9 €Gj 

的齐次线性方程组，其行列式为 


det (ujj) = 
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它是不等于零的（因为这是范德蒙德行列式).于是，乃= 0，：； = 0，1,...，77 1 -1，即- 

^2 Xk ( g ~ l ) = 0, j = 0,1, ••- , m - 1. 

9 ^Gj 

特別地， 

°= Xk(9~ l ) = Xk(e). 

g€Go 

这个矛盾表明定理成立. □ 

在正则表示 p 的情况下，显然 ， m = 2. 

4. 线性群的不变置令 P 为一个域.群 GL ( n , P ) 的任意子群通常称为 n 级线 
性群. 以后可以认为 P R 或尸= C •如果 G 是一个抽象群且$ : G — GL ( n ， C ) 
是 G 的一个线性表示，那么 （ G ，0) 也将称为线性群.线性变换作用在元素 
xi , ••- , x n 的列上： 

( 恤)、 

、 屯 g( x n) J 

它们将任一 m 次型（齐次多项式）/仍变为 m 次型： 

(^/) ( 工 1 ， … ， x n ) = /(^-i(xi), •• - ,4> y -i(x n )). 

这种作用的各种个别情形我们已经见过（见 §6). 映射$定义了群 G 在 g 数域 C 上 
m 次型的空间 P m (或称秩为 m 的共变对称张 M 空间）上的一个表示. 

定义在 t 作用下保持不变 （即= f y Wg e G) 的型 f e P m 称为线性群 
( G ^) 的 m 次 （完全）不变型. 

事实上，我们需要选择在 5( G ) 作用下保持不变的带有系数的 m 次“一般”型 
的多 项式. 这样就进人一般的不变理论，但是为了简便起见，我们只限于所给的定义. 
如果将/取为有理函数，那么可以得到有理不变的概念.同样重要的是/的相对不 
变的概念，即当 

这里％ € C 是取决于元素 geG 的一个因子. 

显然，线性群 （ G ，$) 的不变的任一集合{凡/2，...}在 Ch ，…，心]中生成一 
个不变子环 C [/ i ,/ 2 l --- j . 

我们来看一些例子. 

例3二次型4 4 … 4及它的任意多项式对于正交群 0( n ) 是完全不 

变的. 
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例 4初等对称多项式々(&，•••，&)，•••，、(以，…，:^)，将其看作一个有自然 

单同态 $：5 n -> GL(n，R) 的对称群&，是完全不变的.对称多项式的基本定理使 

我们确信，次数分别为 1,2,-..^ 的不变量 Sl ,... ? s n 是代数无关的，而它们的多项 

式（有理）函数穷尽了群 (S ny ^>) 的所有整（有理）的不变量. 

斜对称多项式是线性群 (S n ,^) 的相对不变 M: t / = (det^)/ = e w /. 我们曾 

看到 （[BA I ], 第 6 章§2习题 4 )，任意斜对称多项式/有形式/ = △„ 其中 

An = n ㈨ - %)，而沒是任意对称多项式，即绝对不变量 • 
j<i 

例5 n 个代数无关的不变量系（即矩阵； f = (a^) 的特征多项式的系数）适合 
具有表示空间 M n (K) (见§ 1例 3) 的完全线性群 GL(n，K ) 的 n 2 级表示 ^> A :X^ 
其中包括我们非常熟悉的与它们有关的不变量 trX = 和 detX. 

t 

例 6设二次型 

/ = ( 疋 1 ， … y^n) = y^ajjXjXj, 

将它改写为下列形式 

/( 工1，… ,x n ) = l XAX\ 其中 /I =(〜)= l A, X = [ xi , •• - , x n J , 

正交群 0( n) 作用在该二次 型上： 

0(n)=> (Cr 1 /)^ ，…， x n ) = t (CX)A(CX) 

= 'X^ACX = l X{ l CAC)X. 

在这种情形可以谈论关于 0(n) 的二次型/的不 变量: tr^ •• - ,detA 对于二元二次 
型似: 2 + 2 tey + q / 2 , 不变0是 a + C 和 ac - 6 2 ,它们刻画了不同的二阶曲线类的度 
量，这在解析几何教程也是知道的. 

例 7利用表示 r , 它等价于§2第1目末表中的 企⑶： 

r(123)= (o e -l)- r (2 3)=(S {), 

e 2 + £ + 1 = 0. 

其等价性借助于共轭 

⑶钟 o— 

我们将对称群为看作2阶线性群. 

设％〃 是无关的变量，它们通过IV : 

r (l 2 3)(w) = eu, r (1 2 3)(v) = 
r (2 3)(U) = V ， r (2 3 )(t；) = U 




而被线性变换. 
因为 


f(1 2 3)—) = r。、 3) ⑷ rrA 3) (v) = e~ l u-ev = uv, 
f( 2 3)(^) =VU = UV y 

f(l 2 3)( 乜 3 + A = (e _1 u) 3 -f ㈣ 3 = tX 3 + V 3 ， 

I\2 3 )(W 3 + V 3 ) =V 3 -hU 3 = U 3 + V 3 , 

所以群 ( S 3 i T ) 有二次型和三次型 

% 

I\ = UV, / 2 = u 3 + V 3 (8) 

作为自己的不变量. 

又，群 S 3 用自然像的方法作用在三个无关不变 M 的多项式 上： 

(a/)(xi,X 2 ,X 3 ) = J(XaUX a 2,X a z). 

令 

^ = ^1 -f e 2 x 2 + ex 3 , 

V = Xi + £ X 2 +占3， 

我们看到 • 

r a (li) = X al + £ 2 X a2 -f X a3 . 

特别地， 

2 3)(U) = x 2 -f £ 2 x 3 + £Xi = eu, 
r (2 3)(w) = :1 + £ 2 X 3 + £X 2 = V, 
r (i 2 3)(^) = X 2 + ex 3 e 2 x x = e~ l v } 
r(2 3)(v) =Xi+ ex 3 + € 2 x 2 = u, 

即， r a 作用在上与 cr 作用在 x u x 2j x 3 上一致•在⑻中代人⑼得到 x u x 2y x 3 
的对称函数，根据 [BA I] 第 6 章 §2 定理 1 知，它们可以通过初等对称函数〜 = 
s»(xi,x 2 ,x 3 ) 来表示.不难验证 

I\=x\ + xl-¥xl + (e-\- e 2 )(xix 2 + x x x 3 + x 2 x 3 ) = sf - 3s 2l 
7 2 = 2(x? + 4 + x 屋 ) - 3(x?x 2 + xjx 3 + x x xl -f- xixl 4 - x\x z + x 2 x|) + 12xix 2 x 3 
= 2sJ — 9 s!S2 + 27s3. 

为了得到 I U I 2 的特殊的值，将 X !, X 2 , a ：3 作为下列三次方程的根 


x px + q = 0 . 


M 81 = 0，S2 = p y 83 = - q , 从而 
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h = 一 3p，J 2 = - 27(/. (10) 

但是由 （8) 我们有 



将 （10) 代入得到 

u = ■八- 3£) ， 

u = \ J ~ Y q ~ l ^~ 3D ' 

uv = 一 3p， 

其中 D = -4p 3 - 27 q 2 为三次方程的判别式（见 [BA I]第6章§2公式 (16)). 因为 
现在是已知数，所以由线性方程组 

xi 4 - £ 2 x 2 + exz = u, 

X\ + e%2 + £ 2 X 3 = V, 
xi + a：2 + X3 = 0 

可以解出根 • 我们利用相当自然的方法得到了卡尔达诺 (Cardano G.) 公式.关于卡 
尔达诺公式已在 [BA I ]第1章§2问题1中得到. 

最末的例子绝非偶然地建立了群馬的不变 fl 与卡尔达诺公式之间的联系（而 
是一般三次方程的伽罗瓦 群). 伽罗瓦理论在很大程度上与研究由代数方程的根 # 生成 
的域的不变 ffl (和相应于它们的群）有联系. 

我们将看到与不变量环形成的系统有关的某些事实.设 t/; 是 n 个无关变量 
xi , ••- ,x n 的任 意型. 具有 n 维线性表示0的有限群作为置换群作用在集合 

J2 = € G} 

上.显然 J 2 中 | G| 个元（或者，可能，某一整除 |G| 的因子）的任意齐次对称函数是 
线性群 （G，$) 不变量.如果现在取变量而作为 m 那么々将是代数方程 

geG 

的根，该方程的系数是群 （G，$) 的不变量.于是,每个变量: T, 是不变量的（代数）函 
要是代数无关的变量少于 n 的话，那么我们就可以用较少的代数无关变量来表 
示而这是不可 能的. 因此,我们证明了不变量的重要定理之一. 
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定理3有限 n 阶线性群总有出自 n 个代数无关的不变量 的系. 

对于群 （* s 3 , r )， 型 （7) 就是这样的不变量. 

下列论点也许能补充定理3: n 阶有限群的完全不变量的整个环由 n 个代数无 
关不变量 / i ,/ 2 ,---,/ n 和通常再加上一个不变量 / n +1 (它是前面 n 个不变量的代 
数函数）生成.换句话说，所有其余的不弯量是 fu … 的多项式.这个事实 
对于许多其它的线性群都是正确的，譬如，离散群和连续群. 

不变量的一般理论，在19世纪中叶由于凯莱 ( Caylay ), 西尔维斯特 ( Sylveste ) , 
雅可比 （ Jacobi )、 埃尔米特 （ Hermite )、 克莱布施 （ Clebsch )、 戈丹 ( Gordan ) 以及其 
它学者的工作成果而发展起来，随后由于希尔伯特 ( Hilbert ) 的一些有重大价值的工 
作经历了再生.在今天，它已经成为代数几何和代数群论的一部分.同样，由于它在 
力学和物理学的许多领域有着广泛的应用，也决定了不变量理论一直令人引起兴趣. 

习题 

1. 利用公式⑹和在§2第1目， .§5 第2目和§5第4目中的表，验证下列分解的正 确性： 

a ) 对于对称群灸的二维表示中 (3> 的张董平方，有 

中( 3 > 0 伞( 3 > % + < P (3) ; 

b ) 对于四元数群 C ? 8 的二维表示的张贷平方，有 

中⑻⑭中( 5 ) « 4，(» +< ^(2) +<1) (3) +<1> (4) 

2. 群的直积表示.假设 G 、 H 是两个群，并分别具有线性表示 （4»， V 0，（^ H 0. 那么，令 

(4> ⑭中 ）( 夕 • / i ) = 中 ( p ) ® 

其中 ^ / i 是群 G 和 // 的直积 (7 x // 的元，这样就让 GxH 作用在张最积 W 上; 
和通常一样， 

(金 ( p ) ® ;(/ i))(v 0ti ;) = 4>( p ) v ( g ) 

验证，这样定义的映射 

中 0 屮： （7 x // — GL(V <8> W ) 

是群 G x //的具有特征标的表示.证明下列断言：假设少⑴, ••• ,^< r > 
(相应地^ (1) ，•- -,^ ( s ) ) 是群 G (相应地 //) 的所有不可约表示.那么群 GxH 的表示 
伞⑷⑭巾⑴不可约，且群 G x //的所有不可约表示也只限于 

中⑴⑭少⑴，1 ^ i < r , 

3. 型 xy ， z n + y n 是二维线性二面体群 

{Dn ^ )= ({l A)’(? i )〉， e " =l 
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的不变景（见§5习題 9). 证 明：群 ( D n ^) 的任意其它（整的）不变量为的多 
项式形式. • 

4.验证.四元数群，在它自己的二维不可约表示中来考察，没有二次的和三次的不变量.关于 
+ 怎么样呢？ 
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重新又来考察早先已经研究过的代数结构是出于以下的考虑.第一，希望凭借坚 
实的群论基础在一定程度上补充内容丰富的论断以充实我们关于域和环的知识.其 
次，第3章中关于群表示的结果是自然地被包含在环上模的一般理论中的，但可惜 
关于这一点，即使以简短的形式以前也没有提到过.模的概念本身本来就是重要的 
并且值得在远为广泛的方面加以研究.不过，关于这方面的内容，我们只向读者推荐 
一些其它的文献. 

§1环论构造 


1. 环的理想及商环在 [BA I 】第4章§3中考察过的剩余类环及环的同态为 
引进一般概念打下了充分好的基础.我们问想起，同态 

/ •• (欠，+， •） —^ ( K ’， ㊉ ， ©) 

的核是指子环 Kerf = { a € K \ f ( a ) = O 7 } C K . 直接明显地看出，它绝对不是任意的 
-个子环.实际上，如果 J = Ker / C X ，则 J . a : g J (这是因为 f ( zx ) = f ( z ) Of ( x ) = 
0 ，(D f ( x ) = 0 ; 对所有 zeJ ) Kx-JCJ 对所有 xeK . 因此， JKCJRKJCJ . 
具有这些性质的子环叫做环 / C 的 （双 边）理想.因此，同态的核总是理想. 

mZ C Z 这一例子指出了在任意交换环欠中构造理想（可能并不是全部的理 
想） 的方法: 若 a 是 K 中任意一个元素，则集合 aA ： 恒是的一个理想.事实上， 

ax -h at / = a(x + y ), ( ax)y = a ( xy ). 


称是元素 aeK 生成的主理想. 
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如果只取含单位元的环，则理想就是对于用环中元素从左边来乘和从右边来乘 
都封闭的环的加法群的子群，而在同态 f •• K — K ， 的定义中引入条件/( I ) = 1' 是 
合适的.在满同态的情形，这个条件当然是自动满足的. 

在第1章中引人的群的正规子群，和环的理想有共同的来历.它们都是同态的 
核.这种情况也在商结构的构造的共同性方面有它的表述.我们准备简略地谈一谈. 

当构造环 K 对于理想 J 的商环 K / J 时，我们将从环的“ 基础” 是加法交换群这 
一点出发.因此，作为 K / J 的元素应该取陪集 a +J (叫做模理想 J 的剩 余类) ，其 
加法按通常的规则 进行： 

(a + «7)㊉ (6 + «/) = (a + 6) + J ， 

©(a + J) = —a + J. 

作为这些类的积，我们取 

(a 4- J) © (6 -f J) = a6 -f J . 

必须证实这个乘法的定义是合理的，即乘积不依赖于相应的类中代表的选取.设 
a ’ = a + x , 6’ = 6 + 2 /,其中 x 9 y € J. W 

a'b 1 — ab-\- ay xb' = a6 + z ， 

其中 2 = ay + W e J , 这是因为 J 是双边理想.因此， W 和元素 ab 在同一个陪集 
中，而这就是说乘积的定义 （2) 是合理的.为了简短起见，我们命5 = a + J ， 这样， 

a®6 = a + 6, a Q b = ab. 

，别， 0 = ^1 = 1 + 7 (如果 K 中有单位元 1). 还必须证实对于有运算 ©，0 的集合 
K = K/J= {a\a e K} y 所有的环公理都被 满足. 但这是相当明显的，这是因为 F 中 
剩余类的运算归结为 A ： 中元素的运算.比方说，分配性可以这样来 验证： 

(3 ㊉ 5) © 芒 = (a + b)c = (ac-fftc) = ac + 6c = a©c-h 60 c. 

所有这些指出 了_ 


是环满同态尺 — 瓦，其核 KerTr = J . 从商环 Z m = Z/mZ 及满同态 Z — Z m 这一 
特例我们转向考虑任意环的情形. 

现在我们注意到，环的所有同态像本质上被欠对于相应的理想的商环所穷尽. 
事实上 ，若 f : K — K ， 是同态且 f{K) 是环欠关于/的像，则用 f(X)(C K ') 来 
代替^时，我们就得到满 同态. 为了不使记号复杂化，我们一开始就认为/是满同 
态，即我们认为 /( K ) =尺'.根据 [BA I ] 第1章中所说的一般原理 ， f 在 K 上确定 


⑴ 

( 2 ) 
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了一个等价关系0 /; 在该情形， O / 由将 A ： 分成陪集 (Z + K er / = C a 这一划分给出. 
映射/确定了元素 a ' €尺' 与类 C a 之间的一个双射，即 f f ( C a ) = a \ 若 a ' = f ( a ). 
这时 


nc a + c b ) = f ( C a+b ) = f(a + b ) = /( a ) + /( b ) = f(C a ) + f ，( C b )， 
fiCa - C b ) = f \ C ab ) = f ( ab ) = /( a ) • f ( b ) = f\C a ) - f(C b ). 


因此双射尸是同构（为了简单起见， ft ： 中的加法及乘法运算，剩余类环 AT / Ker / 中 
的加法及乘法运算和 A - 中的加法及乘法运算的记法 相同： +及 
实质上我们证明了 


定理 1 (同态基本定理） 环尺的任意一个理想 J 在商集 K / J 上确定了（借助 
于公式 （1), (2)) 环的结构，并且 K/J 是环 K 的同态像，其核是 J . 反之，环尺的每 
一个同态像 K' = f{K) 和商环 K/Kevf 同构. 

注公式 （2) 的右端一般说来并不和剩余类 a + J 及 J 在集合论意义上的 
乘积 一致. 例如， 当尺 = Z，J = 8 Z 时，整数24 € 16 + 8 Z 不属于 （4 + 8 Z ) 2 , 这是因 
为 （4 + 85)(4 + 80 = 16 u . 

我们知道，= Z/mZ 是域当且仅当 m = p 是素数.环 Z 和域/>上多项式环 
P[X] 很类似，其原因就是它们都是欧几里得环. 

2. 多项式的分裂域常常有这样的事情，那就是看一下熟知的例子就有可能对 
它有更好的理解并进一步作出合理的普遍化. 


定理2下面的断言 成立： 

i ) 域尸上多项式环 P [ X ] 的每一个理想 J 都是主理想，即对某一个多项式/，有 
•7 = (/( X )) := f ( X ) P [ X ); 

ii ) 商环 P [ X ]/( f ( X )) 是域当且仅当/在尸上不可约. 


证明 i ) 在 J 中取一个次数最小的多项式 /. 若 g 是 J 中任意一个多项式，则 
被/除所作的带余除法 （ P 是域，因此无需担心 g ( X ) 的最髙次项系数的可逆性）给 
出等式 g = qf + r，degr < deg/, 由此推出 r e J , 这是因为 gj,qf 都是这个理想 
的 元素. 根据/的取法，我们得到结论 •• r = 0. 这就是说， p ( X ) 被 f ( X ) 整除，从而 
J = (fW) = /(X)p[xj ， 即 j 由被 f(x) 整除的多项式组成. 

ii ) 若 f ( X ) = a ( X ) b ( X ) y 0 < dega ( X ), degb ( X ) < degf ( X ), 则剩余类硕， 
Kx)e P [ X )/( f ( X )) 都不是 5. 但是 


a ( X ) b ( X ) = f ( X ) = 0. 

这就是说， P [ X ]/( f ( X )) 有非平凡的零因子，从而它不可能是域. 




另一方面， P[X]/(f(X)) 中任意一个剩余类的代表中可能出现一个多项式 a(X), 
dega{X) < degf{X). 如果 a ^ 0, M /不可约，则存在 b、ce 户闪使 ab + cf = 1.在 
这种情形，动+孖 t T， 即品= T. 这就是说，任意一个剩余类 a/0 都是可逆的，从 
而环 P[X]/(f(X)) 是域. □ 

我们着重指出，元素 5 = a + (/) (其中 a € P) 在 P[X)/(f) 中组成一个和域 P 
同构的子环.在不可约多项式 f(X) 的情形，根据定理2,商环 P[X]/(f) 是域，它包 
含一个和 P 同构的子域. 

推论对于域尸上任意一个不可约多项式 f(X), 存在扩张 FDP, 在其中 f(X) 
至少有一个根 . F 可以取为与 P[X]/(f) 同构的域. 


证明我们把注意力转向特殊的元素X € P[X]/(f). 对于任意的 ao， ai ，…， 
a m €F, 我们有 

+ (/)HX + (f)} k = EW + 

k=0 k k 


= fe a ^l 


+ (/) = Ia k X 、 


简言之，若贞 y) = Y：a k Y k € 巧 >1,则〆 X) = 当将 P 和与它同构且被 
包含在 P[X]/(f) 中的域等同起来的时候， g(X) 这种记法当然是有意义的.特别， 


/(X) = 7w = / + (/) = (/) = 0, 


即元素无 e P[X]/(f) 是多项式/的一个根. 


□ 


注根据定理1，我们有同构 C = R[ij 谷 R[X]/J, 其中 J = {/ e R[X]|/(i) = 0}. 
因为当 （a，6) 一 (0,0) 时， a +访/ 0,且因 P + 1 = 0 => X 2 + 1 € «/,所以从证 
明定理 2 时所作的推理可以推出 J =： (X 2 + l ) R [ X ). 商环 R[X]/J 的元素是陪集 
(a + bX ) + J ； a y beR ; 对应 a + i6 ㈠ （a + WO + J 确立了 C 和 R [ X]/J 之间的同构. 

和已经建立起来的术语相适应，习惯上说，推论中的扩张 FDP 是通过对 P 添 
加多项式/的一个根 c 得到的: F = P(c). 这时 f{X) = (X- c)g(X) } 其中夕 e F[X}. 
我们有了现实的可能去构造域 P 的一个扩张，在其中多项式/完全分解成线性因式 
的乘积. 


定 义设尸是域，/是 P[X) 中一个 n 次标准多项式，它不一定是不可约的•若 
在 F[Xj 中 /PO = (X- Cl )...(X-Cn)，aF = />( Cl ,... ,Cn), 即 F 是由对 P 添加 
多项式/的根 Cl ,... 得到的，则扩张 F 3 P 叫做/在 P 上的分 裂域. 


定理3 对于每一个次数为 n 〉0 的标准多项式 f e P[Xl 至少存在一个分裂 


域. 
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证明标准这一条件无关紧要，使用它只是为了方便.设 

f(x) = Mx)".f r (x) 

是/在 P [ X ] 中分解成不可约的标准因式的分解式.根据定理2的推论，存在扩张 
POP 、 在其中多项式 A 至少有一个根.这个根 C 1 当然也是/的一个根. 

设已求得扩张 PkD ." WDP 、 f 在其上有分解式 

/W = ( A -- c x )-.-( X - c k ) 9 i ( X ) g 9 ( X ), 

它有 A ： 个（不一定是不相同的）线性因式， k < n . 再一次将定理2的推论应用于域 
Pk 和不可约的标准多项式仍€ P k [ Xl 我们构造域 P fc+1 3巧，在其中可以分出多 
项式仍 P 0 的，从而也是多项式 f ( X ) 的一个线性因式 X - ~ i ， 其中％ i e / Vh . 
如此继续下去，我们得到在某个扩张 P n 3 P ± f 完全分解成线性因式的乘积.或 
者是八，或者是它的一个子域 F 就将是/的分裂域.不排除 F 可能和 P 相同 .口 


为了可以谈论多项式的分裂域的唯一性，定理3的证明中含有过多的随意想象. 
虽然事实上多项式的分裂域精确到同构是唯一确定的，但我们要到下一章中才来证 
明.现在我们仅限于考察分裂域的一些例子. 

1 ) 二次域 Q (>/ d ) 是多项式 X 2 - d 的分裂域. 

2) 如果对2 2 添加不可约多项式 X 2 + X + 1的一个根0,则得到由四个元索组 
成的域 Z 2 {9) = {0, 1,0,1 + 0}，它和域 Z 2 [ X ]/( X 2 + 久 + 1) 同构，也和 [BA I ]第4 
章§3第5目中的域 GF (4) 同构.我们注意到 

X 2 -f X + l = (X-0)(X-0 2 ), 


即 Z 2 {0 ) 是多项式 X 2 -f X + 1的分裂域. 

3) 多项式 X 2 + 1不仅仅是在 R 上不可约的.如果将 X 2 + 1认作是 R 上不可 
约多项式，则 C 就是它的分裂域.但它也是在其它域上不可约的.比如，它在 Z 3 上 
是不可约的.设沪= -1 (如果方便的话，设沒=久+ ( 尤 2 + l ) Z 3 [ Xl 它是剩余类域 
Z S [ X ]/( X 2 +1) 的元素)•因为 X 2 +l = ( A •- 0)( X -0 3 )，所以 Z 3 (0) = { o + W | a ,6€ Z 3 } 
是 X 2 + 1在 Z 3 上的分裂域. 

顺便说一说， Z 3 (0) 和 [BA Ij 第4章§3习题11中由矩阵^ ( a ^ bEZs ) 
所组成的域同构.这里相应的映射是 ° 

a + M - a (l ?) +6 (-1 o) 

我们把注意力转向 


z 3 (ey = ( a >, a = 1 + 0 ， 入 2 = — 0 ， a 3 = 1 - 

A 4 = -1, A 5 = -1 - 0, A 6 = 0, A 7 = — l +0， A 8 = l , 
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即域 Z 3 (0) 的乘法群不仅是交换群，而且是循环群，这是预先就定了的. 

4) 根据艾森斯坦 ( Eisenstein ) 的判别法，多项式 X 3 - 2在 Q 上是不可约的.因 
为它的根并不都是实的，所以 Q (^2) 不可能是分裂域.事实上 Q (枚 e ) 是 X 3 - 2 
的分裂域，其中 e 是1的一个3次本 原根： 

X 3 - 2 = (X - ^2)( X - eV 2 )(X - e 2 V 2). • 

至于说到若干个独立变量的多项式的环,则在 R [ X y Y ] 中已明显，并非所有理想 
都是主理想. 

例由满足 A (0,0) = 0 的多项式组成的集合 

J^{Xf + Yg \ f , geR [ X t Y )} 

明显是 R [ X , Y ] 的 理想. 因为1 € R [ X , Y ] } 所以由 J = q { X , Y ) R [ X y Y ] 将推出 
q { X , Y )^ J . 因此 9(0,0) = 0, 从而 degO 1. 我们有 X,Y e J , 于是 

X = qu 、 Y = qv . 

由此必定推出等式 degu =： degt ; = 0, 即 € R , 于是 y = u ^ vX , 矛盾.这一矛盾 
表明理想 J 不是主理想. 

3. 环的同构定理我们已经掌握了相当多的各种类型的环,并且也掌握了从给 
出的环构造新环的方法.构造矩阵环 M n ( K ) y 分式域 Q ( K ) 和多项式环 K [ X ir -, 
^ n ] 就是例子，其中 K 是交换环（在 Q ( K ) 的情形是整环).在第1章中对群已经 
确立了关于同态的一些一般性事实,我们还要来探讨环的与之相类似的一般性事实, 
虽然只是简略地探讨一下,但这是有好处的.一般说来，它的证明与群的情形没有什 
么不同，留给读者作为习题. 

对于环的同态基本定理（定理1)，我们补充两个同构定理. 

定理4设是环， L 是子环， J 先 K 的 理想. 則 L +J = {x + y \ x € L ， yeJ } 
是尺的子环，且含 J 作为理想， Lnj 炎 L 的理想.映射 

V? : x 4- J ^ X + (Ln J ), X e L 

是环的 同构： 

(L + J )/ J ^ L /{ Lnj ). 

证明头两个结论完全是明显的.至于说最后一个结论，则需要考虑自然满同 
态7： •• K — KjJ 的限制 7T 0 = 7r| L . 它的像 Im7T 0 由陪集 x + «7(:r € 1) 组成，即 
Irmro = (i + J )/ J . 满同态 tt 0: .L — (L + J)/J 的核 Ker7r 0 由使得 x-h J = J 的元素 
x € i / 组成.这就是说 ， Kenro = LDJ . 根据定理 1, 对应元 o : x - l -( LnJ ) ► 7 To ( x ) = x + J 
确立了同构 L/(L n J ) 会 （L + J )/ J . 剩下的只要再注意到 p □ 





§1 环论构造 


• 129 


我们进行与第1章§4中定理3的证明相仿的探讨以强调指出这与群论是完全 
平行的. 

定理5 设 K 是环，是尺的子环且 J 是尺的理想，并且 JCL . 则1 =乙/«/ 
是 K / J 的子环，而且 tT •• L — L A K 中包含 J 的子环的集合 n ( K , J ) 到环 F 的 
所有子环的集合 n ( K ) 上的一个双射.若 L e fi ( A ：， L )， 则 I 是尺 的理想当且仅当 
:£是 K 的理想，并且 

K / L ^ K/L = ( K / J )/( LDJ ). 

其证明是一个容易的习题（见第1章§4中定理4的证明). 

推论设 K 是有单位元1的交 换环. 理想 J 在 K 中是极大的当且仅当商环 
K / J 是域. 

在环 K 的理想的集合中，定义以下 运算： 

和 Ji + J 2 = {xi + x 2 \xk € Jk }; 

交 Ji n J2 = { x|x e J\yX e J2 }; 

积 j lt / 2 = j c Ji n J 2 . 

也可以谈论任 i 有限多个理想的和、交及积，并且以下结论成立. 

命题若在有单位元的环 A ： 中，对于理想 j , 々,•••， 人 ，等式 

J Jk = K , A : = l ,-*- ,n 

成立，则等式 

J + Ji 门 J 2 门 •••n«/ ri = /f = «7 + j x j 2 • • • j n 

也成立. 

证明因为 J X J 2 … J n C 山 nJ 2 n . • . n 人，所以只需确立等式… j n = a : 
就 够了. n = 1 时，根据条件，结论是成立的.当 n = 2时，我们有 

1 = I 2 = ( Xl + ^)(X2 + J/2) = 3 ： + yi2/2, 

其中 x u x 2l x e J,yi e Ji . 这就是说 ， 1 e J + JiJ 2 l 从而 a : = j + j x j 2 . 接下去对于 
数 n 用归纳法就明显了. □ 

设心，心， • • • ，/^是有限多个环 ， K = K x x ^- xK n 是集合的笛卡儿积.对 K 
引人环结构，这里是按分量定义加法及乘法 运算： 

(々，••• ， a ： n ) + ( 2 / 1 ，."， 2 /„) = (Zi + 2 / 1 , ••- , x n + 2 / n )； 

(工 i ， ... ， a ： n) • (yi, ••- , y n ) = (xii/i, ••- ,x n y n ). 
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我们得到环 K 的外直和 K = Ki ㊉ … © 在满同态 TTi : ( xi ,--- , X n ) Xi,l ^ 
K n 下，每一个分量是像.又若 

Ji = {(0，...，〜，••• ,0)|xi € Ki), 

则 44 是尺的理想且尺=义+…+ 人 • 

现在设 A ： 是有理想火，… ，人 的环，且 

K = Ji. + ••• + Jn, Jk n (乂 =0, 1 < A: < n, 

则 K = A ㊉ …® 是它的理想人的内直和.就像在群论中一样，环的内外直和之 

间的区别纯粹是集合论意义上的，将它们用符号区别开没有意义. 

习 题 

1. 证明： 由所有有理数 a/b (其中6不被一个固定素数 p 整除）组成的环 Q m ( Z ) 含有唯一的 
极大理想 ./ = { a/be Q M ( Z )\ p 整除 a }. 每一个有唯一极大理想的 环叫局部环. 

2 . 证明： 在任意一个有极大理想沥的局部环 A •中， 不属于 971的元素是可逆的. 

3- 有单位元的环 K 的一个理想 P 叫做索理想，如果商环 K / V 是整环.每一个极大理想都是素 
理想•在环中的补 A / = K \ P 是乘法子集（不含0的幺半群).在这些条件下，环 Q m ( K ) 
常用 i 己号 M - l K 來记或者简单地记作 ZCp . 

证 明：环 A ： P 恂是局部环，且其极大理想由形如 a /6 的商组成，其中 a € P，6 € 
k \ v . 并证明 = 

从 K 转向局部环的操作叫做环 K 关子素理想 P 的局部化. 

§2关于环的一些结果 

本节可以看作是对 [BA I ] 中第 4 章及第 5 章的不大的然而是有益的补充. 

1. 高斯整数以前证明过欧儿里得环是唯一因子分解环.属于这种环的有环 Z 
和 P [ X }. 下面我们还要举一个欧几里得环的例子，而在后面则要举出是唯一因子分 
解环但不是欧几里得环的例子. 

定理1高斯整数环 Z [ i ] 是欧几里得环. 

证明我们注意到，数环 

Z[i] = {m + m|m, n € Z} 
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被包含在二次域 Q ⑷ c C 中，其中 i 2 + 1 = 0 ,并且在几何上，和复数平面 C 上整 
数格的结点的集合一致.易知 Z [ ij 是整环.我们在 Z[f = Z [ z ]\{0} 上定义一个映射 
5 •• Z [ i 】* — N U {0}, 其中 

<5 (m + in ) = |m + in \ 2 = m 2 + n 2 

(BP S ( a ) = N ( a ) 是数 a 在 Q ( i ) 中的范数).众所周知，对所有的 a , 6 € Z \ i ]\ S ( ab ) = 
S ( a ) S ( bl 因此欧几里得环的定义中的条件 E 1 ) (见 [BA 1|第5章§3第3目）自动 
地被 满足. 为了证明 2 ) 被满足，我们将分数 aZT 1 (其中 6 一 0 ) 写成 M- 1 =a + z /? 
(其中 a ， /? e Q) 的形状，并取最接近于 a , /?的整数 fc ， Z 使 a = /b + I /，= Z + /i, M 彡 
1 / 2 , | M | 彡 1 / 2 .贝 lj 

a = 6[(A: + i/) + i (/ + /x)] = 6^ + r, 

其中 q = k-\-il e Z [ i ], 而 r = 6 ( 1 / + i / i ). 因为 r = a - bq , 故也有 r € Z [ ij ， 并且 
S ( r ) = | r| 2 = | 6 | 2 ( p 2 + / i 2 ) < (5(6) (^ + |) = ^ S ( b ) < S ( b ). 

从而 ZW 是欧几里得环. 口 

将商斯整数环 Z [ ij 作为模型一样来展示代数数论的方法，这是合适的.因此我 
们停下来对 Z ㈤ 的性质作稍为详细些的 探讨. 首先我们来证明一些简单的断言. 

定义 整环尺 叫主理想环， 若其所有理想都是主理想，即其理想具有 aK 这种 
形状. 

命题 1所有欧几里得环都是主理想环. 

证明对于 Z 和 P [ X ) 这早就被证明过 ((BA II 及由§1定理 2) i 而在一般情 
形，它的推理是完全类似 的：若 J 是欧几里得环 / C 的一个理想，则只要 a e J 且 
6( a ) < 6{ x ) 对所有 0 # a : e J ， 就有 J = aK □ 

命题 2 设 / C 是带有函数 <5的任一欧几里得环，且 U { K ) 是其可逆元组成的群， 
则 

t / € U ( K ) S ( u ) = (5(1) <=> S ( ux ) = <5( x ) Vx e K * (1) 

证明事实上，根据五 1), 对所有 xeK . 我们有 5( x ) = (5(1 •: r ) > ( 5 ( 1 )，而如果 
1 / € f /( AT )， 则 J ( l ) = 5{ uu - x ) ^ S ( u ). 因此 5( u ) = (5(1). 反之，根据命题 1， 

J(ux) = (S(x), Vx € /C* uxK = xK => x = uxv =^uv = \=^ue U(K). □ 

当应用于环 Z [ i ] 时，判别法⑴意味着 m + ine U ( Z [ i \) w m 2 + n 2 = 1，于是 
U ( Z [ t \) = < i ) 是 4 阶循环群. 




• 132 • 


第 4 章环.代数.横 


定义环 X的理想 J 叫做极大的， 若 •/ # 尺且每一个真包含 J 的理想7 1 与 
K 一致. 

命题 3在欧几里得环 K 中，元素 P e 是素元这一性质和理想 pA： 是极大理 

想这一条件等价. 

证明事实上，设 p 是素元且 pA ： c r C *:，其中 r 是尺的理想.根据命题 1 ， 
T = aK , 又因为 peT t 所以 p =吨其中元素 a ， 6中有一个是可逆元.若6 e U ( K ), 
则 T = aK = abK = pK . 

反之，设理想 p/C 是极大的，且 p = 吨其中 a 癸 [/(K). 则 aAT 一 K 且 pA ： C 
(iK =» pK = aK => a = pix = abu feu = 1 => b £ U(K) p 是素元 . 口 

2. 两个平方之和的标准分解现在我们来看一看，对于素数 P e Z, 在环 z ⑷ 
中会发生什么事情.不排除 P 在 Z[i] 仍是素元.在相反的情形，有下面的 

命题 4若素数 pez 在 Z ⑷中有非平凡分解，则 

p = (m + m)(m — in) = m 2 -f- n 2 (2) 

其中 m + in, m - in 是 Z ㈤中素元. 

证明设 p = ^ 是它分解成素元外的积的唯一分解式，且 r > 1 ( 根据 [BA 

II 第 5 章§ 3 中的€理 4 ).根据命题 2 有 6{p k ) > 1. 因此由 p 2 = <5(p) ：= rU(Pfc) 及 
Z 的唯一因子分解性，必定有等式 

r = 2，p = piP 2 ， S(p\) = S{p 2 ) =p. 

若 Pi = m + in ， 贝 lj 

P = ^(Pi) = m 2 + n 2 = (m + in)(m - in) =» p 2 = m - in. □ 

特别地, 2 = (1 + i)(l - i) 在 Z[i] 中不是素元 • 

现在我们已准备好去证明下面的判别法. 

定理 2素数 p€Z 在 Z ⑷中仍是素元当且仅当 p = 4fc - 1. 

每一个素数 p = 4fc + 1可表示成 p = m 2 + n 2 的形状，其中 m,n G Z. 

证明首先我们注意到对于任何 f e Z 有三 0(mod4) 或 t 2 S l(mod4) .因此 
对于在 Z[i] 中不是素元的奇素数 p， 命题 4 导致结论 

P = m 2 +n 2 = 0,1, 2(mod4) p = 4fc + 1. 

在 p = 4* + 1 的情形，命尤 =(2*)!. 闵为明显有 

t = (-l) 2k (2k)l = (-1)(-2) … {-2k) = (p-l)(p 一 2) ••• (p- 2fc) 

=((P+ 1)/2) • • • (p - 2)(p - 1) (modp)， 
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t 2 三 (2A:)!((p + 1)/2) … ( p 一 2j(p - 1) e (p - 1)! (modp), 

或者，注意到威尔逊 （ Wilson ) 定理 ([BA I ]第6章§ 1), t 2 + 1三 O ( modp ). 现在假定 p 
是 Z [ ij 中素元,则由等式 = t 2 ^l = lp t leZ , 根据 [BA Ij 第5章§3中的 
定理1，推得兀素 t - hijt — i 中有一个被 p 整除.但 i：ti = p ( m - hn ) => ±1 = pn,n € Z , 
这明显是不可能的. 口 

从已被我们确立的事实可以并不复杂地推导出一般的数论定理. 

定理 3 数《 € Z 可被表示成两个数 m，n € Z 的平方之和当且仅当在纟分解成 
素因子之积的标准分解式中出现的每一个素因子 p = 4 /c - 1 的指數是偶数. 

证明 私实上只要证明，若 g . c . d ( m , n ) = 1且 p|( m2 + n2 )， 则 p = 4 A -f 1. 这是 
相当明显的，如果我们注意到 

g.c.d(m ， n) = 1, m 2 4- n 2 = O(modp), mn ^ O(modp) =» m p — 1 三 l(modp), 
n 2 三 -m 2 (modp) ==» (m p — 2 n) 2 = m 2 p ~ 4 n 2 = -m 2p ~ 2 = -l(modp). 

因此，存在整数 s eZ 使得 s 2 三 - l ( modp ),5 4 = l ( modp ). 于是乘法群 Z * 的阶 p - 1 
被 4 整除，从而 p = 4 fc 1. □ 

根据命题 3 , p = 从- 1 在 Z [ il 是素元等价于理想 pZ [ i \ 是极大理想，也就是商 
环 Z [ ij / pZ ⑷是 p 2 个元素组成的域（关于这一点，见 [BA Ij 第4章§3习题11及 
§ 1中环的同构定 理). 如果考虑到 p ==从- 1时 Z p 上的多项式 X 2 十1是不可约的， 
这也是不足为奇的.关于这个问题将在下一章中更详细地谈一谈. 

3. 唯一因子分解环的多项式扩张 我们指出，多项式环及 
P [ x u --, x n ) ( P 是域）对于任何 p 都是唯一 W 子分解环.这个重要的结论可直 
接由下面的定理推出. 

定理 4 若环尺 是唯一因子分解环，则多项式环 K [ X ] 也是唯一因子分解环 • 

证明作为证明基础的是多项式的一些性质.这些性质与本原性概念及高斯引 
理有关 ([BA Ij 第5章 §3). 即我们需要下面两个性质. 

a ) 若本原多项式 /， p e / qXj 在 Q ( K )[ X ] ( Q ( K ) 是唯一因子分解环 K 的分式 
域）中是相伴的，则它们在 K [ X ) 中也是相伴的 （容易的习 题). 

b ) 若次数为正数的多项式 / e 尺 [Xj 在尺上是不可约的，则它在 Q ( K ) 上也是 
不可约的 （[BA Ij 中对于 K = Z 的证明适用于一般情形). 

在着手对定理进行证明时，我们将次数为正数的多项式/ e K [ X ] 改写成/ = 
d ( f ) fo 的形状，其中 d (/) 是多项式/的容度，而/ 0 是它的本原部分.对本原多项式 
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的次数用归纳法，我们得到/0 分解成 K 上不可约本原多项式 /!,•••,/, 的积的分 
解式 /0 = ☆•••/& • 

若 /o =仍…讲又是一个这样的分解式，则根据 b )， A 及讲在 Q ( K ) 上不可约， 
而因为环 Q ( K )[ X ] 是唯一因子分解环（见 [BA I ]第5章§3定理4的推论 )， s =亡， 
并且在适当的排序下，力和讲在 Q ( K )[ X ] 中是相伴的，从而（根据 a )) 在中 
也是相伴的. 

至于说到多项式 f 在 K 中的容度 d (/) 不可逆的情形，则再取分解式 rf (/) = 
Pi"-Pr, 其中内 e 是素元，我们又得到 / 的一个分解式.这种分解式的唯一性 
(在通常意义下）从刚刚确立的 / o 的分解唯一性及由 d (/) = Pl ... Pr 的唯一性的 A ： 
的因子分解唯一性所保证推出. 口 

定理5 存在严格的 包含： 

{ 欧几里得环 } C { 主理想环} C { 唯一因子分解环}. (3) 

证明第一个包含由命题1推出.存在着例子（我们不举出它们）表明它是严格 
的包含关系. 

为了证明第二个包含，我们考察主理想环凡的理想的递增序列 （ A ) C (办） 
C •••. 可以直接检验出 D = U ⑷）是 K 的理想.因此 D = ( d ). 根据定义，对某个 

m , 有 d € ( dm ) C D , 由此得到\‘） = ( d m+1 ) =… • 递增的理想链在有限步后的稳 
定引起不可逆因子链 d u d 2 ， d 3 ，… (其中 d 批 +1 )的断裂，因此在 A ： 中存在分解成 
不可分解元素的因子分解式. 

K 中因子分解式的唯一性是以下事实的 推论： 

( a , b ) = aK + bK = dK = ( d ) =► d = g . c . d ( a , 6) = ax + by . 

进一步的推理只是重复 [BA I ! 第5章§3中定理3的推论 （ ii ) 的证明. 

z [ x ] 中的理想 （ 2 ， x ) 及 R [ x , y ] 中的理想 ( X , y ) 不是主理想（见 § i 中的例 
子). 同时，根据定理 4 ,环 Z [ ij 及 R [ X , y ] 是唯一因子分解环.因此，链 （3) 的真实性 
被确立. n 

主理想环从纯代数观点来看是有意思的，这是因为它们的特性是由如同同态的 
核那样一些自然的对象的性质刻画出来的另一方面，欧几里得环由于在其中存在 
带余除法的算法而对于研究更为方便. 

4. 乘法群 U(Z n ) 的结构直和的泛性质包含在以下相当明显的结论中. 

设=心 ㊉ … ㊉ K 且 / r 是任意环，并已给同态 W •• k — k “ 则存在唯一的 
同态 W = (W .. :尺 — 5)，其核是 Ker ^ = HKer ^, 使下列三角形图是交换的， 

z = !,-•• ,n (7 Ti 是自然映射). 
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我们将这一结论应用于有单位元1和理想 J U …， A 的环及直和 

S = K / J x ㊉ … © K / J n . 

命屮 i •• K — K/Ji = K it 我们得到环 K 到 5 的同态 

(x + Ji , •• - ，X + J „), (4) 

其核 Kertp = Ji n---n J n . 

定理 6 (中国剩余定理）若在上面所指出的条件下，尺是含单位元的环，且，+ 
4 =尺对1彡则映射 p (见 （4)) 是满同态. 

证明我们需要证明，对任何给定的元素 Xi ，…，〜 e AT, 存在 a : € / C 使 A + 
4 = x + ;，即： r — 而€ 4，i = 1,2 ， ." ， n. 当 n = 1 时，这是明显的，而当 n = 2 时， 
取兀素 ai € Ji ， d 2 € J 2 使 ai + 句= 1 ，并命 a: = X \ a2 4- a ： 2 ai ， 则 

X-X X = (xia 2 + x 2 ai) - ii(ai -t-a 2 ) = (x 2 - x x )ai € Ji, 

X — X 2 = (XlQ2 + X20i) - X2(d\ + ®2) = (:1 — 工 2)。2 € A. 

然后对 n 用归纳法进行推理.假设我们已经找出元素2 /使 y- Xi € i = 1，2, • •. ， n - 
i . 因为根据条件 ， Ji + J n = k，i 彡 n — 1 , 所以根据 § 1 中的命题有火 n...n 
Jn-l +Jn = K . 将我们对于 n = 2 已得到的结果应用于理想 A n • • • n J n ^ J n 及元 
素 a : - : c n e «/ n . 但是 

x — y E «7 i fl • • • «7 n _i => x — y £ J “ 1 彡 i 彡 n — 1, 

考虑到 y 的取法，我们得到 

x-Xi = ( x - y )^( y - Xi ) e J iy 1 < 1 •彡 n - 1. 

因此，元素 a : 满足所提出的全部要求. 口 

在定理6中及其论证前,并不假定环 K 是交换环.进一步设 A ： 是整环且 ai ，…， 
On 是它的 n 个两两互素的元素，即 OiK-^ajK = KMi^j (在唯一分解整环 X 中， 
这个定义和将％分解成素因子之积所得到的互素的定义一致).将包含关系 z - 而€ 
aK 写成模主理想 a ， 的同余式的形状，我们像通常一样,使用记号 a : 三 ^(modai). 
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推论 1设尺是整环且 fli ，... ，〜是它的两两互素的元素，则对任何 X !,..-, 
x n € K , 存在元素 o : e 尺使 

x = x t (mod a *), i = 1，… ， n . 

推论 2 设 n 是自然数，其标准分解式是 n = pT 11 * = Z/nZ 是模 n 的 

剩余类环，且 U{Z n ) 是其可逆元组成的乘法群，则 

i ) Z n = - ZpJ "! ㊉ • . •㊉ (环的直和〉； 

ii ) U ( Z n ) ^ U ( Z p7 i ) X x U ( Z p ^ r ) (群的直积) • 

证明 i ) 用 r 代替 （4) 中的 n ， 并命 

K = Z t Ji = S = Z p ^x © " •㊉ Z p 「 r ， 

我们得到同态 p •• Z — S , 其核 Kerv ? = Q = nZ . 因为 i / j •时 g . c . d ( pi ， pj )= 1, 所 

以由定理 6 推得 p 是满射. * 

ii ) 因为在任意直和 K =仏®…®/^中，诸分量互相零化 : KiKj 
所以由可逆元的定义直接推出 U { K ) = U ( K X ) x ••• x U { K r ). 剩下的只要将这一点 
应用分解式 i ). □ 

注由结论⑻直接明显地看出 ^( n ) = ft ^( PD ， 而因为 < p ( p m ) = P m ~ 1 ( p -'1)> 

所以重又得到欧拉函数值公式（见 [BA I ] 第章§9习题 3). 有限群的元素的阶是 
群的阶的因子，因此对于和 n 互素的任意数 a , 有 

ofM « ^ (mod n ) 

(费弓小定理的推广，以欧拉定理之名闻名). 

为了完全地了解群 U ( Z n ) 的结构，根据定理6的推论2,我们只需考察 n = p - 
的情形. 

定理 7 设 m 是正整数. 

i ) 若 p 是奇素数，则 U { Z p m ) 是循环群. 

ii ) 群 t /( Z 2 ) 和 U ( Z 4 ) 是阶分别为 1 和 2 的循环群，这时 t /( Z 2 m )( m ^3) 是阶 
为 2 m ~ 2 的循环群和阶为2的循环群的直积. 

证明 i ) 根据定义，如果|〈《 + nZ 〉| = r ，则和 n 互素的整数 f 模 n 的阶是 r ， 即 
t r = l ( modn )， 但 A : < r 时0关 l ( modn ). 当 r = p ( n ) 时，则称 t 是横 n 的本原根 
(或原根).通常 t 是模 n 的剩余系0,1 ，…， n - 1中的一个，但是我们并不固定任何 
一个剩余系. 
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根据第2章§3中的定理11,群％ = U ( Z P ) 是循环群，即存在模 p 的本原根 
ao . 因为 af ' 1 = ao ( modp ), 所以整数 a = af " 也是模 p 的本原根.另一方面 

a p - l = af ~ l{p ~ l) = a ^ (pm) = l ( modp m ). 


这就是说，陪集5 = a + 在 U ( Z pm ) 中生成一个阶为 p _ 1的循环子群 . ， 

进一步， 

u+p) p = E ( p )p i = 1 +p 2 + i)p 3 +5^0. 

名 =0 W i ^3 ^ 1 ^ - 

因为 p > 2,所以 ( l + p)P = l + p ^ modp 3 ). 作归纳假定 （1 +p〆 = l 4 V +1 ( modp ^ 2 )， 
我们得到 


(1 +P〆 


由此 
特别，有 
但是 

(1 + p ) pm " 2 = 1 十广- 1 关 l ( modp m ), 

因此代表为6 = 1十 p 的陪集6 = l+p + p m Z 在 U { Z p m ) 中生成一个阶为 p ^ 1 的 
循环群.根据第2章§3中的命题2,阶1, W 1 互素的元素5,5生成一个循环群 
( ab ), 其阶为 

P^ip - 1 ) = = \U(Z p m)\. 

对于群 t /( Z 2 ) 及 U ( Z 4 ) 来说,一切都是清 楚的. 当 m > 2时，从平凡的同余式 
5 = 1 + 2 2 ( mod 2 3 ) 出发，对 j 用归纳法容易验证 

5 2> = l + 2^ 2 ( mod 2- 7+3 ). 

特别， 

5 2 " 3 = l + 2 m - 1 ^ l(mod2 m ), 5 2 "' 2 = l(mod2 m ), 

于是 5 模 2 m 的阶是 2 ,且陪集5 + 2 m Z 在 U ( Z 2m ) 中生成指数为2的循环子 
群. 我们注意到 -1 + 2 m Z 癸〈5 + 2 m Z ), 这是因为 

= — l ( mod 2 m ) => 5 J = — l ( mod 4) 1 = — l ( mod 4)， 


= [1 + (1+ sp)^ = ^ ( P ) (1 + spYp^ 

i =0 、 1 〆 

=1 + (1 + Sp)p^ + 2 + 1(P— 1)(1 +5p) 2 p 2(i+1) + 1 + …， 

(1 +p 产 1 = 1 +p> +2 (mod〆 3 )， 

(1 +P) pm_1 s l(modp m ). 



矛盾.因为|〈-1十 2 m Z )\ = 2,所以 


f /( Z /2 m Z ) =〈5 + 2 m Z ) x 〈一 1 + 2 m Z ) 

是 (2 m - 2 ,2) 型交换2-群（见第2章 §3). □ 

推论群 {/(〜) 是循环群（或者等价地，模 n 的本原根存在）当且仅当整数 n > 1 
具有形状 2,4， p m 或其中 p 是奇素數. 


习题 


1 . 证明 •• 唯一因子分解环尺的非零元 p 是素元当且仅当 K / pK 是整环. 

2. 证明： 若整环 / C 不是域，则 K \ X ) 不是主理想环. 

3•证明 ：元素 x + yV ^3 (其中 x，y e Z ， 或者 a : = (2 fc + 1)/2, y = (2 l + 1)/2, kJeZ ) 组成整 
环 K . 验证它是有函数 (5 = TV ( Q ( v /=3) 中的 范数） 的欧几里得环.证明子环 Z ( V ^3) C K 
甚至不是唯一因子分解环. 

4. 求高斯整数环的所有索元. 

5. 在 K 是唯一因子分解环的情形，改进定理6的推论以 达到： 当 ai ,...， an 是两两互素的元 
索时，引人元素 Si = n 求出元素 h e 尺使 

bi = l(mod a ,), bi = O ( moda »), 1 彡 i 彡 n . 

设 X 】，…， Xr * € 兄引人元素 ： r = J 2 biX “ 并验证 x 三 x ^ moda ,), 1彡 i 彡 n (在 
xi , ••- , x n 的个数 n 较大的情形明显是方便的). 

6 - 将上面的习埋应用于模 ai = 5, a 2 = 9及数偶 ( x u x 2 ) = (2, 5), (3, 2), (3,5). 关于: r 模45 
的阶能说些什么？ 

7•设 p 是奇索数.若同余式: r 2 三 a ( modp ) 有解，则整数 a 叫做横 p 的二次 剩余， 在相反的情 
形，叫做二次非 》余. 勒让德 （ Legendre ) 符号由关系式 

{ 0， 若 asO ( modp )， 

1 , 若 a 关 0( modpla 为二次刺余， 

-1，若 a 关 0( modp ), a 为二次非剩余 

定义.证明 •• Q = l ^ a - i- P Ze ( Z ;) 2 且 (9 S aV — dp ). 进而，(^)= 

0 ) Q ) 且在给出的 1^2 , ••• t p - l 中，二次剩余的个数和二次非剩余的个数相等.对于 
不大的奇素数 p 及(7,验证曾被高斯用多种方法对一般情形证明了的高斯互逆定理 


(⑽ 


由定理1导出关系式 ( f ) = (-1)^. 
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8 . 证明（用前面习题中的符 号)： = (-1)^, EP 2 * modp 的平方当且仅当 p e 
士 1 (mod 8). 

9. (对 [BA I ]第3章§ 4 的补充)•设 f ( X ) = /(••• ，巧,…）是 n 2 个独立变置以6 A *, 1 ^ 

其系数在 Z 中或在某个域中的非零多项式，并将其视作矩阵 X = ( Xij ) 的函数.证 
明：若 f ( XY ) = f ( X ) f ( Y ) 对所有 X t YG AMK )， 则 f ( X ) = ( detX ) m , 其中 m 是某个 
非负整数.特别，若 /( diag ( x , 1, • • • , 1)) = x ，则 /( X ) = det X . 

§3模 

模的概念是近百年来在代数学中所创造出的基本原理的载体.其原因在于任何 
代数系统的研究不应仅是研究这一系统的内部性质，而且也应研究它的全部表示（在 
这个词的最广泛的意义下). 

1 . 关于模的初步知识我们从经典的定义开始.设 K 是有单位元的结合环 ，V 
是用加法记出的交 换群. 又设给出了从 K X V 到 K 的映射 ( x , t ；) Xt ；, 它满足条 
件： 

Ml ) x(u -\- v ) = xu -\- xv , 

M 2) (x 4 - y)v = xv -f yv , 

M 3) ( xy)v = x ( yv ), 

M 4) 1 • v = t ; 

对所有 rc，y € K 则 K 叫做左 AT - 模（或环 A ： 上左模).类似地定义右尺-模. 

以后我们简单地说模，虽然在某些场合两种模一起出现. 

如果环 A ： 没有单位元的话，公理 M 4) (酉模条件）自然是多余的.更为本质的 
可以修改公理 M 3), 使适合于一些非结合环.非结合环上模的例子将在本章末举出. 
暂时我们将从上面给出的定义出发. 

设 K 是模， UCV 是子群.如果对所有 xeK^ue U,xu € U } 则子群1/叫 
做 V 的子横. 

进一步，设 f / 和 K 是任意 K - m , f / 到 K 的映射 a : U -^ V 若对所有 n 1? u 2 , u € 
C /, xe 尺满足 


C7(TZi + 1X2) = ( t { ui ) + a(u 2 ), 
a(xu) = xa(u) y 

则 (7 叫做 模同态 （或简称 A ：- 同 态 ). 容易验证， Kevcr = {ue U\a{u) = 0} 是 t / 
的尺-子模，而像 Ima 是 K 的尺-子模. 

对于每 一个尺 上子模 U CV ， 有商模 K / C / = {v^U\veV} (交换群的加法商 
群)，其按照规则 


x(v U) = xv + U 
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定义尺对它的运算.我们对群证明了的，然后又对环证明了的同态基本定理和两个 
同构定理可以逐字逐句地转到模上，只要对其中的证明作不重要的改变. 

在第1章后，考察了 M 3), M 4) 型的公理，在切切实实地论述了群表示（公理 
Ml ), M 3), M 4)) 的第3章之后，我们举出了 AT - 模的例子，它未必给人以新鲜的感觉. 
然而值得对它们进行探讨并作互相对比. 

1 ) 每一个交换群4是 Z - m . 即从 Z x >1到>1的映射 ( n , a)^na 满足全部公 
理 Ml )- M 4). 将交换群当作 Z 上模的观点是非常有益的.我们在第2章中描述有 
限生成交换群时证实了这一点.在那里，事情的本质就是使用了全部的模的术语. 

2 ) 每一个交换群4是它自己的自同态环 End ^ 上的模.根据定义， End 4 由所 
有满足条件 p ⑷+ ( p ( a f ) 的映射 tp : A A 组成. EncM 中的加法及乘 
法运算按自然方式 引入： 

(P + ^)( a ) = P ⑷ + 仏⑷，(娜)⑷=咖⑷)， l ( x ) = x ，0( x ) = 0. 

显然，从 EndA x >4 到 >1 的映射 ( y ?, a ) ^>(a) 给予了 >4 以 End >1 -模的结构. 

3) 域 P 上向《空间 K 无疑是 P - 模.如果还给出了线性变换4 : V — V ，并且 
对于任意及任意多项式/ €巧 XI ,命 


f ( X)v = f ( A)v = a 0 v + aiAv + • •. + a k A k v 

则就给予了 V 以多项式环 P [ X ] 上模的结构，记作 VU . 公理 Ml ) — M 4) 被满足，这 
是因为连同4 一起,变换 f ( A ) 也将是线性的，并且 


(/ + 9)(A) = /M) + g(Al fg(A) = f(A)g(A) 

(多项式环的通有性质) . VU 的子模是4-不变子 空间. 同一个空间 K 的不同线性变 
换一般说对应着不同的（不同构的） P [ x }- m . 

4) 环 K 的任意左理想 J 被给予自然的模结构，其运算是 ( X ) y ) m xy，x e 
e J ， 它由 A ： 中的乘法运算导出.在 J = A ： 的情形，环 K 看作是它自身上的模 

/ cK ， 对 K 的这种观点导致有成效的结果. 

5) 回到前面的例子，我们构造商模 K/J = {y + J\y € K ). 根据一般的定义， 
(x，y + J) H 邱+ •/是 K 对 K / J 的 运算. 我们看到，自然满同态 /'K — K / J 备 
K - 模同态，它满足关系 n ( xy ) = xyJ = x ( yJ ) = xn ( y ). 而如果 J 是双边理想, 
则 K / J 是环且 7T 是环同态： n ( xy ) = 7r(x)7r(y). 

任意多个 K 上子模 K C V 的交门 V ；是 V 的子模.特别地，包含给定集 

合 ： r c v 的所有子模的交导 致子模 〈 r〉 1 , 它由集合 r 生成 且由所有可能的形如 
+ … +〜匕 的元素组成，其中： Ti G K,U € T . 顺便说说，我们注意到非零元 
素 h ， ••山 € V 叫做在 A ： 上线 性相关 ，若 x 山 + … + = 0, 其中并非所有而 
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都等 于零.一 组子模 {Vx, …， VU 生成的子模叫做这些子模的和并按通常方式记作 

1 由单独一个元素 Z；e V生成的尺上的模 F 叫做循环模，它具有形状 V = Kv = 
{ xv\x e K ] 它是循环群的类似物.特别地，循环模 k K = KI (见例 4) 是群 （Z，+) 
的类似物. 

若 K = AT Vl + • • • + 是有限多个循环模的和，则模V叫做有限生成模或有 

限型模. 

容易验证，映射 x ^ xv 是模同态 — /Cv. 它的核 Ann(t;) = Ann^(v) = {x e 
K\xv = 0} 是 K 的左理想，叫做元素 i； 的零化子（或挠率).因此，会 K / Ann { v ). 
使 Arm(t;) 一 0的元素 v € V叫做周期的.所有元素都是周期元的模也叫做周期的. 
若V不含非零的周期元,则称V是无挠模. 

集合 

Ann(V r ) = {a € K\aV = 0} = 门 Ann(v) 

叫做 K - mV 的零化子（或挠率).若 Ann ( V ) = 0,模就叫做忠实模. 

可以从另外的方面来得到这一概念.设 K(:r) 是 K 中被元素 xeK 零化的元索 
t; 的集合•若 A： 是整环，则 V(x) + V ( y)C V ( xy ) 且挠子模 


TO E 叩） 

xeK 

的概念有意义（挠率来自 torsion (英语 )). 在有等式 Tot (V) = V 的情形,称 V 是挠 
横.而如果 Tor ( V ) = 0,则我们从新回到无挠模的概念. 

周期模的具有代表性的 例子: a ) 每一个有限交换群 （ Z 上有限型周 期模; 挠率是 
mZ 或群的素指数 m ); b ) 伴随着线性变换4的 P[X] 上模 Ka (见例3;挠率是由 
线性变换>1的极小多项式生成的主理想). 


命题1 Ann{V) 恒是环 A ： 的双边 理想. 命 （ j : + Ann{V))v = xv , 我们就给予了 
V 以忠实 A ：/ Ann ( lO -模的结构. 

证明命>1 = Ann(V). 很清楚， A 是中加法子群.又，对任意 x, x f eK ia e 
A y v GV y 我们有 {xax!)v = xa(x f v) = {xa)x/ = x{av r ) = x • 0 = 0,由此推出 KAK C 
A ， 即 A 是 K 的双边理想.现在若 x-hA = : r '+ yl ， 则 x-x' e A, 由此得到 (x-x^v = 0 
或仰 =: r ' v . 于是 （ a : + >!> = ( 〆 + A)v, 即商环对 V 的运算的定义是正确的.不难 
验证，关于这一运算， V 是 (K/A)-m. 最后， 

(x + A)V = 0 => x -h A e PLim K i A [y) ==> xV = 0 ==> x £ A. 

因此， K/A 中只有零元素零化 K □ 
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由命题1推出，商环 K/Ann{V) 和环 EndV 的一个子环同构（见例 2). 

若 K ， W 是两个尺-模，则所有尺钱性同态 cj'.V^W 所组成的集合 HorriA - 
(V^W ) 关于同态的逐点相加的运算 


(a + t )( xv ) = a(xv) + r(xv) = xa(v) -f xr(v) 


=^W(V) + 咖)） =x((a + t){v)) 

是交换群.对于交换环 K 上的模 V , W , 集合 Hom K ( V y W ) 本身是尺-模，如果将 
xa{x E K , a E Hom/c(V, W)) 理解为映射 v x(cr(v)) 的话： 

( xcr )( yv ) = x- a ( yv ) = x ( ya { v )) = xy ( a ( y )) 

=(yx)(a(v)) = y ( xa ( v )) = y (( xa )( v )). 

在 W = K 的情形，集合 End K ( V ) = Hom^(^K ) 是环; 乘法是同态的自然 

合成 ( forp ： 

(^° ⑼㈣= ( p ( ip ( xv )) = ( p ( xrp ( v )) = X ( p ( rp ( v )) = x((tpo rp )( v )). 

应该记住，当将 K 看作加法交换群时，我们写成 End z (K), 并且一般说来， End K ( V ) 
是 Endz(K) 的真子环.在域 A： 上向 ffl 空间 K 的情形，通常我们写成 £( V ) = End K 
( V ), 并称 £( V ) 是线性 变换环 （或线性变换代数). 

模 K 的 A：- 自同态环 End K ( V ) 还 叫做环 K 在 V 上的中心化子. 它的作用在 
不可约模的情形特别显著.环 A： 上的模V 叫做不可约的（或单的)， 如果： a) V ^ 0; 
b) 0, V是V的仅有 子模; c) ATK / 0 (若 A： 含单位元，则这个条件自动被满足).很 
显然，尺-模是不可约模当且仅当 V = Kv 是循环模，对 K 中任何 

命题 2 (舒尔 (Schur) 引理） 若是两个不可约凡-模， a 是 K 到州的 
非零尺-同态，则 a 是 同构. 于是，对于任意不可约模 K， End K { V ) 是除环（体) . 

证明 在第3章§4中也有一个舒尔引理（定理1)，在那里是对不可约 G- 空间 
证明的. 

2. 自由模 我们称模 V是其子模％，•••，&的 （内）直和 ，若 
V = V \-\- ••• -\- V n 且 Vi n ^2 Vj = 0 对 i=l，."，n. 

换句话说， K = VI ㊉…㊉(子模直和的记号)，若任意元素 t；GF 可唯一地写成线 
性组合!； = % + ••• + Vn (vi € Vi ) 的 形状. 模 Vi ,.-- ,K n 的外直和 以明显的方式 
定义（和环的情形一样)，其元素 x G A： 对行（％,••• , Vn ) 的运算是 x ( Vlr .. )Vn ) = 

(XV! ， … ,XV n ). 
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进一步，设 k 是 K ~ m r {〜•••，〜} 是 v 的一个有限子集•称{%"•，〜}& 
由地生成 K ， 若 K =尺仍+…+且集合{外，…， m 到任意一个尺-模 W 的 
每一个映射 p 都可以延伸为一个同态0 : V " —♦ W 使 ( f ( vi ) = ip ( Vi)， 1 < i 彡 n . 

由某个子集 { v ir -, v n } 自由地生成的尺上的模 K 叫做秩为 n 的自由模 ，而 
{ vir " , v n } 叫做它在 尺上的 （自由）基. 

命题 3 以下断言等价 ： 

i ) 集合{%，••• ， r n } 自由地生成 K ; 

ii ) 集合 {仍，…， 〜} 线性无关且 ( v u -^ v n ) = V ; 

iii ) 每一个元素 veV 可唯一地写成 v = Y,i x i v i 的形状，其中: Ti e 尺； 

iv ) V = Kvi ㊉..•㊉ Kv n 是直和且 Ann(t ； i) = 0; 

v ) V 会 欠尺® … ㊉ k 尺是 尺 尺的 n 个拷贝的直和（因此，基为 {外，… , v n } 的秩 
为 n 的自由 A ：- 模同构于长度为 n 的分量 Xi £ K 的行 ( xi , ••- y x n ) 组成的模 K n ). 

证明和 [BA II ]中对域上线性空间所进行的论证相近，但是对于牵涉到环 A ： 
的非交换性或 A ： 中非可逆元的存在性等处需小心谨慎. 口 

有相当复杂的非交换环的 例子： 当 m 一 n 时，非交换环欠有主 / T 1 . 然而 
对于交换环则不会发生这种 情况. 

命题 4整环上有限生成模的秩唯一确定. . 

证明设{仍，… ， M ，{ W . ^ m } 是上自由模 K 的两个基.则 

m n 

v j = ^2 (^ijUu Ut = b ki v k . 

*=1 k=l 

由于尺 的交换性，对于 mxn 矩阵>1 = ( a 0 ) 及 n x m 矩阵 B = ( b ki ) y 有关系式 

AD = E m> BA = E n . 

将 K 嵌入分式域 Q { K ), 借助于 [BA Ij 第 2 章 §3 中的定理 3 (不仅对于 R 成立，而 
且对于任意域成立)，我们得到 min ( n ， m ) 彡 m ， min ( n ， m ) > n , 由此得到 m = n . 补 
充说一句 ， m < oo,n = oo 这种情形是不可能的，这是因为在叫的表达式中，只出现 
有限多个自由地生成整个模 V 的基元素％. □ 

注在含单位元的任意交换环 K 的情形，若在 K 中取一个极大理想 J 并转向 
域 KjJ 、 则我们将达到和命题4同样的效果.我们省略掉细节. 

我们注意到，和向量空间的情况不同，任意取出的自由凡-模的生成集未必含有 
模的基.例如，两个不相同的素数恒生成 z Z ， 这是因为存在 Z 使即4 • 叫 = . 
1 .但是由于 PH .p = 0 •所以 { p ， d 不是基，而 Zp ， Z <7 是 z Z 的真子模. 

自由模的作用是在它的定义中已设计好了的. 
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定理1任意有限型模是有限型自由尺-模的同态像. 

证明设 [/ = ±K Ui 是由 n 个元素”，•••，、生成的 K~m . 取具有基 

{vu-^v n } 的自由 t 模 K 它的存在性是由命题3保证的.根据自由模的定义, 
映射 p :的^叫可以延伸为同态@ : V — [/. 像 Im 0 含有模 t / 的生成集，从而 
含有整个模 □ 

自由模的子模并非恒是自由的，即使它是它的直加项.这里有一个最简单的例子.设 /C = 
Z 6 , U = K {2 + 62), W = K (3 + 6 Z ). 则尺= [/ ® IV 是 K-^ U,W 的直和，它们当中没有一 
个是自由的： |/ C | = 6,这时 | t /| = 3, | IV | = 2. 

定理2… ㊉ 尺〜是主理想环 A ： 上秩为 n 的自由模.则它的每 
一个子模 f / 是秩为 m < n 的自由模. 

证明首先设 n = 1，即 V 爸尺. 任意子模 C V 和尺的一个理想同构，于是 
U 会 （ ti ) = Ku . 若 u = 0,则 （/ = 0 (零子模可以认为是秩为零的自由模).若 u 一 0, 
则对所有0 _ a € K 有 au 一 0,这是因为 A ： 是整环.这意味着 [/ 是秩为1的自由 
(循环）模.当 n > 1时，我们用归纳法进行论证. 

在 V 中考察秩为 n - l 的自由子模 = A ： V 2 ©...®/ Ct ^. 商模歹= V 7 W 是自 
由模，有循环生成元 vi =v x + V\ 它有子模 U = (U + V , )/V , . 若 Z 7 = 0,则 t ； C 
这时根据归纳假定，定•理的断言成立. 

如果17 一 0,则上面对 n = 1情形所进行的论证指出17有循环生成元％ = 
+ V\ 其中 W € C /. 

若 f / nv ^ = o , 贝 ij 

u £ U => u = u -\-V r e U => u = aiiZi,ai G K ==> u - a\U\ 6 V r 
=> u = a\U\ => U = Ku\ 

是秩为 1 的自由模. 

最后； 设 t/n W 一 o . 根据归纳假定，秩为 n - 1 的自由模 V 的子模 t/n w 有 
自由基 { u 2 , • •. ， t / m } ，其中0 < m - 1 < n _ 1. 几乎是逐字逐句地重复上面进行过的 
论证，我们可以证实 {u u u 2 r- ， u m } 是 t / 的自 由基. 事实上， 

u E U =» u u V 1 E U => u = a\xii,ai G K 

=> w — aiui eUr\V f =» u - a\U\ = a 2 u 2 + - h a m u m 

=»?/== a\U\ + a2U2 + • • • + a m u m , m 彡 n . 

根据命题3, ii )， 我们必须证实生成元屯，…， u m 的线性无关性.但是 说 = 0=> 

在 v 中有:= - E x i^i = 0- 这就是说 : ri = 0,这是因为丙是7的基而由于 

*>0 




{u 2 , …， u m } 是 f/nK' 的自由基，所以 


□ 


X2U2 -+ X m Um = 0=^ X 2 = - • = X m =0. 

推论 • 主理想环上有限型模的每一个子模本身是有限型模. 

其证明由定理1，2及第二个同构定理（关于子模之间的对应的定理）得出. 

要得到主理想环 K 上有限型模的完全描述一点也不复杂.不过最有意思的情 
形我们已经考察过了（第 2 章中和 [BA II] 第 2 章 §3 中的 Z 上及 P[X ) 上的周期 
模).在处理其它问题中同样的模的方法的展示可以在补充文献中找到. 

3. 环的整元素设 K 是 整环. 元索 t e K 叫做整的（在 Z 上整的)，若《是标 
准多项式 P + ... + a n 6 Z[X] 的根.在 AT 是域 Q 的有限代数扩张或者 

K 是所有复代数数生成的域的情形，我们就说它们是代数整数， Z 的所有元素自然 
地归人它们.容易看出（也见第5章）有理数 t 是代数整数当且仅当 K Z. 进一步， 
若 aou n + a\u n ^ 1 + • •. + a„ = 0,则 ( aoii) n + aoai(aou) n_1 + •••+■ ajan = 0,而这就 
是说，任意代数数，乘上一个适当的元素 ao e Z 后，就成为一个代数整数 • 

转向一般情形，我们注意到，将 K 当作1模是方便的.任意元素 t u t 2 ，…， t n e 
K 在尺中生成有限型子模 ^,4-^2 + ... + Kt n . 特别地，若《是整元素且尸+ 
ait 7 ^ 1 +…+ a n = 0， ai € Z， 则子环耶] C K 是有限型 Z- 模，这是因为 Z[<j = 
Z1 +及+ • • • + zr-K 反之，设 z ⑷是有生成元 v ir -, v n eK 的有限型 z- 模，则带 
有矩阵>1 =( 叫）€ A/ n (Z) 的关系式 

tVi = anvi + a i2 v 2 + • • • + a in v n , 1 彡 i 彡 n 
导致一个 结论： 看作分式域 Q ( K ) 上的齐次线性方程组 

( 亡一 an)xi — ai2X2 - CL\nX n = 0, 


- a ni Xi - On2X2 -+ ( 亡一 0. nn )x n = 0 

有非零解 ( xi ,-.- , X n ) = ( vi , ••- ,v n ) (不是所有 ％ 都等于零，这是因为1 € Z[t]). 
这就是说，方程组的行列式等于零（见 [BA I]第3章）且£是标准多项式 f(T) = 
det(TE - >1) 的根.我们证明了，元素《 € A ： 是整元素当且仅当子环 Z[«] C 是有 
限型 Z 模. 

定理3环 K 的整元素在尺中组成子环. 

证明设是整元素.则 

Z[u ， v] = ZW 
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是有限型 Z - 模.因为 Z 是主理想环，则定理 2 的推论（或直接验证）指出，子模 
Z [ u - 也是有限型 Z - 模.根据上面得到的判别准则，元素 U - %⑽应该是 

整元素. 口 

例 1 的任意次根 e 显然是代数整数.根据定理 3, 1 的根的整数线性组合也将 
是代数整数.特别（见第 3 章 §4 中命题的证明)，有限群 G 在 C 上的任意线性表示 
$的特征 标;^ 的值 x ^( g )(9 e G ) 是代数整数. 

习题 

1. 利用 C [ X ] 上模的一般结果，勾画出 JNF 定理（见 [BA II ])的证明提要. 

2. 利用关于 Z 上模的一般性结果，拟定一个关于有限生成交换群的定理的证明方案. 

3. 设火= P [ X lr • • ，是域 F 上 n 个变 ft 的多项式环.由 r 个多项式 fiG A 组成的序列 
(/!,-•• Jr ) 叫做是幺模的，若八 A + 4/2 + ... + ^/r =牵即存在叫 € 力, 1 彡 i < 7 •使 

til/l + U2/2 H -+ Urfr = 1 (*) 

进一步，设 V 是 >4上有限型模.鉴于代数几何学中一些微妙的问题，法国数学家塞尔 
( Serre . J .- P .) (1955 年）提出了一个猜想 

它被补充了下而梢美的 形式： 每一个关系式 （*) 对于适当的€ >4可以写成等式 

(/' h ••- fr \ • 

ti21 U22 • • • I 一 1 


\Url Ur2 … U rr / 

的形状.这一断言尽管表面上很简单,但直到1976年才被苏斯林 ( A . A . Cyc ^ HH , 俄罗斯）及 
奎林 ( il . KBMJiJieH , 美国）各自独立地证明.试对不大的 n 及 r * 证明它. 

基本的思想是研究群 GL ( r y A [ X lr - 在幺模序列集合上的作用并利用对 n 作 

归纳法.关于证明可参阅原始 论文 ： CycjiMH A . A.//ilAH CCCP .—1976- T .299, JV « 5.— 
1063 〜 1066 页； 或 N . Bourbaki 讨论会上的报告 ： Ferrand D .// Sem . N . Bourbaki , 28 ^me 
annee , 1975/76, Juin 1976. 叙述完全是初等的.它有多大价值可根据在 N . Bourbaki 讨论 
会上更早的报告 ： Bass H .// Sem . N . Bourbaki , 26 eme annee , 1973/74, Juin 1974 来判断. 
在所指出的文献中还提出了未解决的问题.全部问题对于专业讨论会是非常好的. 


§4域上代数 

1. 代数的定义及例子我们已在不同场合用过代数的概念（见第1章§1及 
[BA I]、 [BA II ])，所以在下面给出定义实际上只是为了叙述上的完整. 
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定义域 P 上 的代数 （或 线性代数） 由环（次+，.）及尸上向量空间4这一对 
组成（环及向量空间的基础集合4是相 同的； 加法运算+及零元素0也是同样的). 
并且对所有 A € P , x ， yeA ， 有 

M X V ) = ( Ax)y = x ( Xy ). 

一个代数叫做结 合的， 若环 （>!，+，•） 是结合的 . P 上向量空间的维数也叫 做代数 >1 

的维数. 

增加一些无关紧要的精确性就可将环论中的基本概念转移到代数上.比如，环 
A 的每一个同时也是向量空间 X 的子空间的子环 S 就被认为是代数>1的子 代数. 
如果 r 是/1的子集，则由它生成的子代数是>1中所有包含 r 的子代数的交. 
以类似的方式定义理想及对于它们的商代数.代数的同态是环的同态，它同时也是 
p - 线性映射. 

结合代数 4 的中心 7(4) 定义为和 A 中每一个元素可交换的所有元素 a€A 
组成的集合 ： a e Z ( A ) ax = xa , Vx 6 A . 显然，中心是 4 的子代数.等式 
Z ( A ) = A 成立当且仅当>1是交换代数. 

若4是有单位元1的结合代数，则直接验得 A.l e Z ( A ) t 并且对应 A H A . l , VA e 
P , 确定 P 到 >1 的一个单射.在这一意义下，代数4可以理解成具有包含在中心 
2( A ) 中的子域的环 A 

我们举几个结合代数的例子. 

1) 域 P 的有限 [F : 次扩张 FDP 显然是有限维 (dimpF = [F : P }) 交换结 
合代数（有单位元). 

2 ) 系数在域尸中的多项式环 K = P [ X u -- y X n \ 带有域 P 上无限维交换结合 
代数的自然结构.我们看到， 

欠 = AT。 ㊉ /Cj ㊉ /^2 ® • 

是 m 次齐次多项式组成的有限维向量子空间 K m ( K 0 = P ) 的直和，并且 KiKj C 
K i+j . 这种类型的代数叫做分次 代数. 

3) 有限群 G 的所有特征标在 C 上生成的含单位元 Xl 的交换代数 X c ( C ) 的维 
数 r 等于 G 中共轭元素类的个数. 

4) 系数在域 P 中的 n 阶方阵组成的环 M n ( P ) 是 P 上 n 2 维代数.代数 M n ( P ) 

的基元素 { E^iJ = 1，2,…， n } 按规则 E ik E tj = 相乘 .根据 [BA I ]第2章 

§3中的定理 4 , Z ( M n ( P )) = { XE } ^ P . 

称具有单位元的结合代数4 在域 P 上是中 心单的 ，若 Z ( A ) ^ P 并且 >4没有 
和0及 A 不相同的双边理想. 

命题 1 M n ( P ) 是中心单代数. 
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证明设 J 是 M n ( P ) 中和零理想不相同的理想，并设 

0 ^ a = o，ijEij G J . 
ij 

若似/ / 0,则对任意 M = 1,…， n , 有心= a ^ E sk a-Eu e J y 于是 J = M n ( P).D 

对于任意体 D 上的矩阵代数 M n ( D ), 类似的结论成立.非常重要的韦德伯恩 
( Wedderburn ) 定理（更一般的叫韦德伯恩-阿廷 ( Artin ) 定理）说, 每一个域戶上有 
限维结合代数同构于 M n ( D ), 其中自然數 n 唯一 确定， 而体 D ( 是 P 上有限维代数) 
精 确到同构唯一 确定. 

矩阵代数 M n ( P ) 还有以下泛性质. 

命题2 每一个域 P 上 n 维结合代教同构于 Af fc ( P ) 的一个子代数，其中 A : 彡 
n + 1. 

证明_首先我们将认为 >4是有1的代数，并且我们将它嵌人 M n ( P ). 为此，对 
于每一个元素 ae A y 我们命它和向量空间>1的一个线性变换 L a : ax 相对 

应 . 4的线性性是 >4中乘法运算的双线性性的推论.因为显然 L Aa = \ L a ) L a+b = 
La + L h , L ab = L a L b (结合性）且 A = q 所以映射 a ^ L a 是 同态. 它的单射性由单 
位兀的存在所保证 : a 一 0 L a • 1 = a • 1 = a , L a ^ 0. 

现在设 >1 是没有单位元的代数.我们考察向 M 空间 A = P ® 4并对它定义乘 
法 

( A 1 a )( A , , a , ) = ( AA , , aa , + Aa ; + Va ). 

容易验证，对于这种乘法， A 是域 P 上有单位元 (1,0) 的代数. 

因为 d \ m P A = dimpA + 1 = n + 1,所以前面的论证允许将次同时也将力嵌入 

Mn +“戶). □ 

不难发现命题 2 的证明和关于有限群的凯莱定理的证明 （[BA Ij ) 是完全类似 
的.在这两种情形都用了正则表示.更一 般地： 上代数4的表示理解为任意同态 

£(10 = End F ( V ), 

其中 F 〕 P 是域 P 的某个 扩张. 换句话说， F 上向量空间 K 被賦予了 §3中定义意 
义下的左>1-模结构，并且 

( Ax ) • v = x • (\ v ) wx e P,x e A,v ev . 

在 K 中取定某个基，像在群的情形一样，我们得到矩阵表示4 — M r (n 其中 r = 
dimF ( V ). 
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2. 可除代数 （体） 正如上面表述的韦德伯恩定理所指出的，可除代数的研究 
是结合代数的一般结构理论的重要组成部分.舒尔引理 （§3 中的命题 2) 也证实了 
这一想法.在获得关于可除代数的一些结果以前，我们先来证明一个辅助性断言. 

命题3在域尸上 n 维结合代数4 (有单位元 1) 中，每一个元素 a e >1是一 
个次数彡 n 的多项式〜€ P [ X ] 的根.元素 ae 4是可逆元当且仅当 // a (0) #0.如 
果欠没有零因子，则 A 是可除代数.若域尸是代数闭的，则 n = l,A = P . 

证明由于4是有限维的，元素 l ， a ， a 2 ,... 不可能在尸上全都是线性无关的. 
于是存在最小次数为 m 彡 n 的标准多项式 fi a ( X ) = X m + aiX m - x + . • • + am (系 
数叫€ * P ) 使得 /ia ⑷= 0•若一 0,则关系式心⑷= 0被改写成 

[-am (a m_1 + a ia m _ 2 + …+ a m _,)]a = 1 

的形状时，它表明， a 是可逆元. 

反之，假定 a G >1不是零因子，而 a m = 0.则 

(a m ~ ! -f aia m-2 + •. • + a m _i) a = 0 => a m_1 4 - Q\a m ~ 2 + • • • + a m _i = 0， 

它和 Ha { X ) 的极小性矛盾.这意味着一 0. 特别地，>1中所有不是零因子的元素 
都是可逆元. 

若域 P 是代数闭的，则 

/ iaW = ( x - c 1 )..-( x - c m ), aeP . 


由此推得 


(a — ci)6 = 0 ， 6 = (a - c 2 ) • • • (a - Cm) / 0 

由于 A 中没有零因子，所以只剩下唯一的一种可 能性: m = 1 及 a-d =0,a = d€P. 
因为这对于任意元素 aeA 都是对的，所以 A = P . □ 

我们看到，可除代数的性质本质上依赖于基域 R 在历史上，实数域 R 上的可除 
代数自然地引起了人们特别的兴趣 • 域 C = R + iR 的存在成为寻找其它“超复数 
系”的理由.在第1章§1的第 5 目中考察了四元数代数 H ， 它是结合的但是是非交 
换的可除代数.在涉及四元数的方面出现了下面的出色的定理，且其证明也很巧妙. 

定理 1 (弗罗贝尼乌斯 （Frobenius F. G.)) 在域 R 上只存在三个有限维结合 
的可除 代数： R,C 及 M. 

在动手证明以前，先对可除代数/的加法结构作些研究.在下面的论证中，我 
们从 [BA I, BA II] 知道的一种情况是非常重要的，即任意元素 0 一 a _ R 的极小多 
项式(见命题 3) 应该是不可约的，从而是二次的.还注意到， Ma ( t ) 不是别的， 
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它正好就是4的线性变换 L a : x ^ ax 的极小多项式.更具体些，~⑷=< - a 或 
t 2 - 2at + /3, a 2 < /3.若 rr 穿 R， 则命 y = x - a, 就有 fiy(t) = t 2 + (/? - a) 2 . 因此, >1 
中每一个兀素具有 a + y 的形状，其中0：€8,2/ = 0或2/ 2 = 7<0,7€®. 

引理1子集 

A' = {ue A\u 2 E R, t/ 2 ^ 0} 


是 4 的向量子空间. 

证明很清楚， ueA \ aeR =^ aueA \ 因此，只要证实，对于不成比例的向 
M u y v u,v e A f => u^\-v e A\ 

首先我们验证不可能存在线性关系式 u = av -^0 (其中 a ,/3€ R). 事实上，根 
据条件， uv # 0且 

u 2 = 7 < 0, v 2 = 6 < 0 . 

因此， 

u = QV + 0 => 7 = = (oiv -f 0) 2 = a 2 (5 + 2a/?v + 0 2 . 

因为 u g R , 所以= 0,即 a = 0或/? = 0.若 a = 0,则 u € R , 而若0 = 0,则 tx 
和 p 成比例.这两种可能性已在前面被排除. 

于是，的线性无关性导致 l lUy v 的线性无关性.两个元素 u + wt; 
是二次方程的根，即 


(u ■+■ v) 2 = p(u -hv) -hg f (u - v) 2 = r(u - v) + s 
利用关系式 

(u ± v) 2 = u 2 土 (uv + vu) 4- v 2 ,u 2 = 7 , 


p, g, r，s € R. 



将有 


7 + (5 + (tiv + mx) = p(u + v) + g ， 

7 + <5 - (uv + vu) = r(u — v) -f 5 . 

将它们相加，得到 

(p + r)u + (p - r)i» 4- (g + 5 - 27 - 2(5) = 0. 

然而如我们所看到的， w, v, 1 是线性无关的，因此 p = r = 0. 于是 （w + v) 2 = q ^ 
IR ， 而因为 u^v^Rjmq<0. 而这就是说 ， tx + v € 尤即，是 A 的子空间 .口 

定理1的证明对于 tz e 我们写 u 2 = i(u), 其中 g(u) € R 且彡0.此 
夕卜， g(u) = 0 *<=> u = 0 . 显然 q{au) = a 2 q(u), 并且 

f{u,v) := q(u + v) - q(u) - g(v) = 一 (w + vu) 
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是对应于正定二次型 (7 的 A 上的对称双线性型. 

若 Z = R , 则论证完毕.设4 一 R . 则 W / 0,并且我们可以选取向量 i € 4使 
9( i ) = 1，即 i 2 = -1. 精确到同构，我们得到等式叫 ij = C = R + Ri . 若 Z = C ， 则我 
们的论证又完毕. 

我们认为火2 C •则，2阳，并可选取元素 j 丄 Ri ， (/⑴ = 1. 在这种情形, j 2 = -1 
且 ij + ji = _/( U ) = 0,从而 ij = — ji . 命 k = ij ， 我们得到 k 2 = - l,ik + ki = 0 = 
jk + kj . 因此 k e A 且 klij . 于是1， i ， j , k 线性无关且 

R + Ri + Rj + Kk = H 

是四元数代数. 

若2 M ， 则存在1 e >!' 使 g ( i ) = 1且1丄 i ， j ， k . 换句话说 

li = - il , lj = 一 jl，lk = 一 kl . 

然而由于 4 中乘法的结合性，头两个关系式给出 

lk = 1( U ) = ( li)j = -( il)j = - i ( lj ) = i ( jl ) = ( U)l = kl . 

它和第三个关系式矛盾.这就是说， A = E . □ 

注不太久以前，在深刻的拓扑学考虑的基础上，证明了 R 土每一个有限维可 
除代数（不一定是结合的）的维数是 1，2,4 或 8. 每一种可能性都得到了实现 • 

20世纪初，韦德伯恩 （ Wedderburn ) 得到了关于有限体的结果,它对于几何学有 
重要 意义. 现在我们来证明这个定理，诚然，是依据了下一章中确立的分圆多项式的 
一些初等性质.但这里并不发生循环论证. 

定理 2 ( 韦徳伯恩） 每一个有限结合除环是交换的，即它是域. 

证明设 D 是有限除环，2 = Z ( D ) 是它的中心•显然 Z 是域且 D 是 Z 上有 
限维向量 空间： 

D = Ze\+Ze2 + * • • -\-Ze n . 

根据在第5章§2中确立的结果，对某个 g = p ' 有 Z = F g ，于是 | D | =尸.进一步， 
设 a : € £>\ Z . 与 o : 可交换的元素组成集合 C ( x ) = {y e D\yx = xy }, 它对加法及乘 
，运算是封 闭的. 换句话说， C (: r ) 是 D 中包含 Z 的可除子代数.若^是 C (: r ) 中 
元素的个数，则 d = d ( a :) 是 n 的因子, d < n , 这是因为将 D 解释成 COr ) 上左向量 
空间 

D = C(x)fi-b-- +C(x)/ r 

时，我们有= \ C ( x)\ r = q dr . 现在注意到， Z * 是乘法群的中心，而（尸- 
1 )/(〆 -1) = ( D •: C { xY ) 是 D •中和 rr 共扼的元素的个数，因此第 1 章§ 3 中的公 



式 （2') 有形状 


(*) 


d 

其中 d 走遍 n 的小于 n 的因子的集合. 

分圆多项式 ^> n ( X ) 的性质（见第5章§2的习题 6) 指出，当 d | n，d < n 时，整数 
企 n ⑷既整除尸一 1,又整除（尸- l )/( q d - 1), 而这导致(见§ 1习题 7) 等式 n = 1, 
从而导出 D = Z 的交换性. 口 

3. 群代数及它上的模和第3章§ 1中有限群 G 的正则表示相联系，出现了域 
K 上的向量空间€ G >. 现在命我们按线性性将这个规则推广到任 
意向 M （％ € K ) 上，就将这个向 M 空间转变成 代数. 为了使记法简化， 

通常用 9 来代替并考察所有可能的形式和 J ： a 9 g ( a 9 6 K ) 的集合 K [ G ]. 按定 
义 

^2 a 99 = ^2Pg9 <=> Oig = 0g 'ig € G . 

9 9 

形式和的运算 


9 9 9 

• A ([a 9 p) = [0Xa 9 )s ， ⑴ 

( : =J2 a 9^h = ^2- fuU i 7u = ^a^-nz 
V 9 / \ h / g，h u g 

赋予 K [ G ] 以结合代数的结构.习惯上称 K [ G ) 是有限群 G 在域尺上的群代数.空 
间 K [ G ] 的基元素是等同于元素 geG 的形式积 1 • g[g e G ) ; dim K K [ G ] = | G |. 因 
此，群 C 被认为是嵌人 ft ：[ G ] 的.单位元 e e G 是 K [ G \ 的单位元.当 if 是有单位 
元的交换结合环时，得到群 G 在 K 上的群环 K [ G ]. 

此外，如果限于只考虑仅有有限个不等于零的系数的和 Y ： cx g g 、 类似的构造可 
被用于任意的未必是有限的群 G . 将 S = Eaw 解释为群 G 上的函数是方便 的：函 
数值是5以）=% e K ) 且其值几乎处处是零，即只有有限多个不为零的值.这 
时公式 （1) 对应于逐点相加的运算 


(5 i + S 2 ){ g ) = Si (^) + S 2 ( g ) 


及函数的卷积 

•^3 = Si * 5 2 , 5 3 ( w ) = y^Si(g)S 2 {g~ l u). 

9 

群环理论是代数学的一个内容丰富的分支，它有自己的研究内容，但对于我们 
来说,这里 K [ G ] 只不过是最后两章中引人的一般概念的实例. 
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定理3 在 K [ G]-m (它是域 A ： 上有限 维向量 空间）和群 G 的线性表示之间存 
在相互单值的对应. 

证明设（$， V 0 是群 G 的表示.按线性性将少延伸到 K [ G ] 的元素上.定义 

并命 

{^2 a 99) ov = Yl a 9^(9 )v Vv e V . 

运算 “ O ” 賦予 v 以 AT [ G ]- 模（在这个词的通常意义下）的结构. 

我们看到 

( E a W ) 。 ( Av ) = 少 ⑷㈣ = a 9 X ^(9 )v 

= A 咖 ) =A ((E a W) o v ) ， 

即用 K 中纯量来乘和用 K [ G ) 中纯量来乘是一致的.偶 （$， K ) 自然地叫做代数 K [ G ] 

的线性表示. 

反之,若 K 是 A ： 上向贵空间，并且又是 K [ G ]- m , 其运算是 

(5 Z a w ， v ) h ( E a w ) ov ， 

则命 

^ (S a ^) v = (S a ^) ° v 

时，我们定义了一个同态 l : K \ G \^ End K ( V ) (即代数 K [ G ] 的一个表示)，它在 G 
上的限制$ = $| G 给出了群 G 的一个表示. □ 

相应于定理3,群 G 的表示空间 K 常常叫做群 G 的表示模，或简短地叫做 
c - m . 相应的术语上的变更涉及表示论的其它概念. 

进一步，设 G 是有限群 , K = C 是复 数岑. 根据第3章的结果， C 上每一个有特 
征标 A 的不可约的（或叫单的） G - 模（即 C [ Gj - 模）同构于代数 C [ G ] 的某一个左 
理想 Ji (关于这一点见§ 3 中的例 4 ).若 dimc [ G ] = m ， 则 C [ G ] 含有 C [ G ]- 同构于 
J = 的左理想的直和 

A = Ji,l ㊉…㊉ 

在每一个左理想的同构类中取一个代表；，我们可以写出分解式 


C [ G ] = 乂1 ㊉ 災2 ㊉ . •• ㊉ (2) 
它相应于群 G 的正则表示的分 解式. 我们看到，每一个分量洚是唯 J 确定的. 
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现在若 J 是代数 C [ G ] 的极小左理想且《 € C 1 G 1， 则 W 也是极小左理想（可 
能是零理想).于是由对应〃 e J) 确定的映射 * J — Jt 或是零映射或是 

C [ Gj - 同构，这是因为 xv € J (对任意 x € C [ G ]) 及 if ( xv ) = ( xv)t = x ( vt ) = x ( p ( v ). 
由于这个原因， JcAi=>Jtc Ai , Vt G C [ G ) y 从 而息是 C [ G ] 的双边理想.分解式 
(2) 是直和分解，因此 

i ^ j => A{Aj G Aid Aj = 0 . 

我们打算根据第 3 章中所发展的特征标理论来获取关于分解 （2) 的更精确的信 
息.首先来找出群代数 C [ G ] 的中心 Z { C [ G \). 根据定义 

z e Z ( C \ G \) zg = gz Wg e G . 


若 2 = 


E Ihh 
hec 


，则 


t€G \ h . / \ h ) t£G 


由此得到 7 9 -ie = VteG •命 t = gh ， 我们得到 7h = 7,^-1. 这就是说 


Z ( C [ G }) = ( K u K 2 r ^ 1 K r ) c ， 


其中 

Ki = 9, = 9?1 i=l，2, …， r ⑶ 

g^Ki 

(仍，仍，…，如是群 G 的共轭元类的代表).易知/^，… ，K r 是线性无关元，从而 
d\m c Z{C[G\) = r. 

对于每一个元素 a e 八，我们命它和按照规则 L ^\ v ) = av > v ^ Ji 作用在极小 
左理想4 上的线性变换 Lf 相对应.因为显然有 

42 = L^ +b = LW + LW, = Z,W L (0 ) 

所以 ip : a — d ’) 是代数咸到自同态代数 Endc Ji ^ M ni (C ) 的同态.假定0 笋 a e 
Ker w 即 从 = 0. 所有左理想 八, 都是 C[G]- 同构的, 且 若旳: 七 — J itj 是同构，则 

a Ji，j = ^( Ji ) = € upj ( eJi ) = tpj ( aeJi ) = ( pj (0) = 0. 

这就是说， = aJ u +. •. + a j i ni = 0,而在这种情形,也有 aC [ G ] = 0,这是因为对 
所有¥ i， 有 a € 4 ==> = 0. 然而 ae = a ^ 0. 所得到的矛盾表明 Kerip = 0. 

于是 P 是单同态，而因为 dim Ai =n^ = dimA^(C ), 所以次筌 M n ,( C). 考虑到命 
题 2 ,我们得到下面关于群代数 C[G] 的结构的定理. 




定理 4 有限群 G 在复数域 C 上的群代数 C [ G ) 分解成与全阵代数同构的单的 
双边理想的直和 （2): 

C[G]^M ni (C) © M „ 2 (C) ㊉…㊉ M„ r (C). 

特别地， n 阶交换群在 C 上的群代数和域 C 的 n 个拷贝的直和同构. 

推论（伯恩赛德 ( Burnside ) 定理）设$是有限群 G 在 C 上的 n 次不可约 
矩阵 表示. 则在矩阵当中有 n 2 个线性无关的，即 e G〉 c = M n ( C ). □ 

中心 Z ( C [ G }), 作为 C [ G ] 的交换子代数，其结构完全由关系式 

^ = ⑷ 

3=1 

中的整数4确定.这些数叫做结构常数.由于有了 &的表达式（3)，易知7^是使 
gh = g a e K a 的偶 ( g ， h ) (g efCi . hetCj ) 的个数•在 Z ( C [ G }) 中取另一基 

r 

Ii = = j^| XI Xi(9)9, l ^i^r. ⑻ 

，=1 oGG 


和第 3 章 §5 中一样，这里 xi ，…， Xr 是不可约表示的特征标, 
次数.按公式 


， n r 是它们的 


可以完成相反的 转变. 为了证实这一点,需要利用第3章§5中的关系式（4)，它指岀 
iz 1 * = j^[ n *X*(5) = j^f X«(e)Xi(ff) = |^je|C G (e)| = e. 

进一步，利用第 3 章 §4 习题 1 中的广义正交关系，我们得到 

IiIj= 户挪 <= 嗣 (+ _1 

1 1 * /iGG 

因此，根据公式 （5) 算出的中心元 A 满足关系式 


e = /l + /2 H -+ Ir 

!i = h, Ulj = 0 , i ^ j. 


⑹ 



并且由于这个原因，这些 A 叫做群代数 C [ G ] 的中心正交幂等元.关系式 e = h + 
• + I r 是这个组的完备性条件. 命氏 = UClGi 我们立即发现 ，氏是 C [ G ] 的双边 
理想，有单位元 A ， 并且有直和分解 


C [ G ] = ㊉ 5 2 ㊉ • ••㊉ S r . (7) 

由 （5) 直接推出 

Xjih ) =〜雨 = ruSij. 

因此，尽包含对应于特征标 L 的极小左理想 J C 因为 息和坟 都是双边理想, 
所以次 C 氏.将分解式 （2) 和⑺比较一下，我们得到木=氏.这样就证明了定理 
3的改进了的变体. 

定理 5 可根据公式 （ 5) 算出的元素 A, 1 < I ^ r 形成有限群 G 的群代教 C [ G \ 
的中心正交笨等元完备组.直和分解 

C [ G ] = I X C [ G ] ® I 2 C [ G ] ® …㊉ I r C [ G ] 

中同构于全阵代数 M ni ( C ) 的单分量 IiC [ G } 含有所有对应于特 征标心 的极小左理 
想 • 

从韦德伯恩-阿廷定理（见第 1 段）及群代数的一般结构理论（在定理 3 中表述 
出的对于有限群的终结性结论）出发，可以发展出整个群表示理论.我们曾经朝着相 
反的方向走过，本质上只根据了舒尔引理. 

最后，我们来证明关于不可约表示的次数及特征标的值的两个有益的断言. 

定理 6 有限群 G 在 C 上的不可约表示（ 4>，10 的次数 n 整除阶 |G|. 

证明设$是群代数 C [ G ) 的相应 表示. 根据舒尔引理 （§3 中的命题2)，和所 
有 ^(9)(9 e G ) 可交换从而属于 Endc lG ] ( V ) 的线性变换 $(&) 应该是恒等变换的 
倍数： ^( Ki ) = Ui £. 我们有 
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于是 Z ^] 是有限型 Z - 模 Zh ，… ，叫1 的子模，并且根据§3第3目中的结果，叫 
是代数整数.根据这个理由， 

v = 士！氣⑷ 

9 

I r _ _ 

= X ^> (^) X4 ,(^) = 中(讲） 

t=l 

是代数整数.这就是说， \ G\/n € Z . □ 

引理 2 设欠 是循环群且 X 是它的特征标，可能是可约的.命 s = {(Z e 乂|>1 = 
( a )}. 假定 x ( s ) 一 0, Vs € 5.则 

J 2\ x ( s )\ 2 > \ S \. 

a^S 

证明设 n = |> l | 且 F 是多项式 Xn - i 在 Q 上的分裂域.下一章中将研究伽 
罗瓦群 G = GalF/Q 及 G 在特征标上的作用.为了明显起见，我们用指数形式来表 
达这个作用.若 a € G 且 C 是1的一个 n 次根，则 C 7 = C m ， 其中 g . c . d ( m ， n ) = 1. 
进一步 , x ⑷ = 0 +… + a，cr = 1 ， 并且根据定义， 

• x -( 5 ) = cr + ...+c = x (^ m ). 

群 G 是交换群且 a ^ a(a € F ) 也是 G 中元素，于是7 = ( Q) a y a G F.a € G . 
因此， 

\a a \ 2 = a a 5^ = a a (aY = (aa)° = (|a| 2 )' 

(\ x ( s)\ 2 ) a = | x ( s m )| 2 ， g . c . d ( m ， n ) = 1 

(m 只依赖于 a ). 

我们看到，若 g . c . d ( m ， n ) = 1，则 s € 5 =► € 5. 此外 ， rr h x m 是 >1 上的双 

射，它是置换.这就是说 ， ri IxOOl 2 对 G 不变，因此它是有 理数. 同时它是代数整 

aes 

数，因此，这个数应该在 Z 中. 根据条件 x ⑷/ 0,所以 n \ x ( s )\ 2 ^ 1. 但是,对任意 

a£S 

正实数 n ,...， r fc 有 

在我们的情形， 

jl^lx ⑷ | 2 >1. □ 

定理 7 ( W . 伯恩赛德）设 G 是有限群 ，X € Irr ( G ). 若 X ( e ) > 1，则至少有一 
个分€ G 使 x ( 夕 ） = 0. 




证明 G 中两个元素叫做等价的，若它们生成 G 的同一个循环子群.这样我们 
就把 G 分成了类.假定对任何 P € G , 都有 x ( P ) / 0. 则根据引理2,对每一个等价 
类 S 都有 

s£S . 

按所有类中的非单位元的元素相加，我们得到不等式 

9和 

因此， 

|G| = ^|x(^)| 2 ^|G|-l+x(e) 2 , 

g^G 

由此得到 X(eK 1，矛盾. 口 

推论 若群 G 和它自己的换位子群 G 相等，則 

i ^ n ^= ⑻ 

»=1 \ i=l / /=1 

(即 q [ g \ 中的中心元和 n 成比例) • 

x i 

证明设 9\，…、 g r 是共無类 ACi , …， Cr 的代表，尺1， …， if r 是 ACi ， …， ACr 中 
的元素之和.我们知道（见 （4)). 

r 

i=i 

• uj{Ki)u{Kj) = 

i 

其中 ^ K ,) = X ( 9i )\ tCi \/ x ( e ) 是代数整数.用乘关系式 

^ ( ^Vi||A： J l = E n U(g/)|AC < | 

的两边，并按 X 相加，我们得到结构常数的公式 

3 Idl ▽ X {9 i ) x (9 j ) x (9 s ) ( . 


r r 

»=i «=i 


和 （9) 相类似，命 
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我们将有 


于是 


x(^l)--*x(^r) fl l^il 
_ »=1 

xiey 171 


/ =i 


ni^i 


X (9 i ) -' X (9 r ) x {9 s ) 
X ( e) r ~ l 


(*) 


现在若 G = G ，， 则除了 以外，所有特征标的次数都大于1 ( 第3章§5中的 

定理 5) 并且根据定理6,当 x / 1 c 时, X ( 9i ) x ( 92 )-- X ( 9r )= 0 . 由公式 （*) 直接得 

nt^i 


到 ％ = "V 


• l ， Vs ， 这就是我们所要的. 


□ 


注设>1是域尸上任意维数的任意一个（即未必是结合的）代数.对于每三个元 
素 a :， 2Z , 2 ： € 4我们命它对应一个叫做它们的结合子的表达式 ( x \ y y z ) = { xy ) z - x ( yz ). 
根据与结合子或其它表达式相联系的恒等关系式，可以得到不同类型（还有别的叫 
法, 本原类，流形） 的代数.例 子有： 

1) 结合代数 ( x y y , z ) = 0; 

2) 交错代数 ( x , x , y ) = 0 = { y f x y x ); 

3) 若尔当 ( Jordan ) 代数 ( x , y , x 2 ) = 0, xy - yx = 0. 


显然，沿着这种公理化的道路可以无限制地走下去.然而奇妙的是,许多非结合 
代数类自然地出现在远离代数学的科学领域.作为最鲜明的例子的应该提到若尔当 
代数,正像 [BA II ]中所提到的，它从量子力学来到数学（来自物理学家 Jordan ); 以 
及李 （ Lie ) 代数，它原先只是为了描述（在确定的条件下）拓扑群的局部结构的（索 
福斯•李 (Sophus Lie ) ——19世纪最伟大的数学家之一).本书已经谈到了李代数，在 
下一节中将再一次提到它们. 


习题 

1. 广义四元数代数.证明：用乘法表* 



(其中 n , m 6 Z , nm #0) 可以在 Q 上四维向量空间 H ( n , m ) = (1, e ,, e 2 , e 3 ) Q 中引人含单 
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位元的结合代数的结构.为了这个目的，利用表示 


x = xo -xiei + X2e2 4- xzez A x = 



X。+ X\y/n 
X2y/rn — Xz-y/run 



行列式 det A x = Xo - x\n - x\m + xlnm 叫做元索 x 的范数.验证，当满足“ ：c € 
H ( n , m),x N ( x ) ^ 0 " 这一条件时，空间 M ( n ， m ) 是可除代数（广义四元数代数). 

利用 §2习题7 中的概念及结果， 证明： 对于素数 P e 士 3( mod 8), 代数 H (2, p ) 将是可除代 
数. * 

2•设4是 R 上含单位元1的代数.设在>1中给定了共轭运算 x ^ x y 它具有性质 f = 

W - 我们给予空间 A ㊉ >1 = {( x , y )\ x,y e A ) 一个双线性的乘法运算 


( 工， y)(u, v) = (xu - vy, yu + vx). 

得到一个代数，它叫做代数>1的加倍. 

验证： C 是代数 R 的加倍，而 M 是代数 C 的加倍.代数 M 的加倍叫做凯菜代数 Ca . 
验证： 是非交换的和非结合的代数.以明显的形式表达出 Cfl 中的共耗运算. 

3•将 F 2 n 看作 F 2 上 n 维向 ft 空间 K 和从 F 2 n 继承来的加法运算同时，在 V 中引入乘法 
运算 （ A2 /) h aroy = y / xy y 其中 x h W 是 F 2 n 的自同构，它和 x x 2 相逆，因此 
V^Py = ^ + y / y . 证明： （ V ，+, o ) 是 F 2 上交换（非结合）代数，它具有 性质: a ) K 中没有 
零因子，也没有单 位元； b ) 方程 a . z = 6 (其中 a /0) 唯一地 可解； c ) 自同构群 Aut ( V )传 
递地作用在上. 

4. 在任意代数中，结合子总满足 


t(x, y, z) + (f , x , y)z = (te, y, z) - ( t , xy, z) + ( t , x 9 yz). 

用直接检验来证实它，并证明••若域 P 上有单位元1的代数>1中，对所有结合子都有 
( x t y y z ) eP - l t 则是结合代数. 

5 .设 G 及//是有限群且 C [ G ]^ C [//】 是 CM 戈数同构，能否断言 G 在//? 

6•设$是有限群 G 的 n 次不可约复矩阵 表示.证明： 若常数 （n x n )- 矩阵 C 7 满足 

tr { C ^,} = 0 VxgG , 


则 C = 0. 

§5 李代数 51(2) 上的不可约模 


1. 起初的材料我们回忆起，域 P 上李代数 L 中元素 x , y € L 的积习惯上记 
作或更简单地记作[: ryl . 根据李代数的定义，双线性运算 ( x , y )^[ xy ) 满足两 
个要求： 

i ) [ a : x ] = 0 ([xyj = - [ yx \ -反交换 性)； 
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ii ) [[xy]z] -f [[yz)x] + \[zx)y) = 0 (雅可比恒等式). 

我们也从 [BA II ]知道,若 A 是域 P 上结合代数，则命 ㈣ ] = xy-yx (两个元 
素的换位子）时可以对向量空间 A 给出李代数 L ( A ) 的结构. 

特别地，设/ = Endp ( V ) = £( K ) 是尸上有限维向量空间 K 的所有线性变换 
组成的代数.任意同态 

— L (£( V )) 

叫做李代数 L 的 表示. 相应于前一节中的术语，表示空间 K 也叫做 L 模（或李代数 
L 上模). f 模由三个公理形式地 给出： 

Ll ) x(au - f - Pv ) = axu -f 0 xv \ 

L 2) (ax -f 0 y)v = axv + 0 yv \ 

L 3) [ xy]v = x ( yv ) - y ( xv ). 

实际上每一个 L - 模是泛包络代数 U ( L ) (即由 L 生成的结合代数）上的模（关 
于这一点，我们不表述伯克霍夫-维特 ( Birkhoff - Witt ) 定理了). 

例1 域 P 上任意代数>1 (未必是结合的）的微分是指环（>1, .) 的微分 P : 

P(u + v ) = V ( u ) + V ( v ) 9 V ( u - v )= V ( u ) • v + uV { v ), u } v G A y 

它和 P 中常数进行运算时可 交换: V ( Xu ) = AP ( u),A € P，a e A 乘法 

[D1V2] = P1P2 — 

賦予所有微分组成的集合 Dct ( A ) (它是 P 上向址空间）以李代数的结构. 

特别地,若>1 = P [ X ) 是多项式代数，则 Der ( A ) 由按规则 

队 (/) = u ^ = ^ 

作用的微分 V u (u e A ) 组成.根据定义 

[ Vu , V v \ (/) = V u ( V v f ) - V v ( V u f ) = V u ( vf ，）- V v ( uf ) 

= — /7 - v(u/y = —7 , + vf，)- v(u f r + ii/") = (W - u f v)f\ 

因此， 

[ D u V v ] = P wv / 一 u ， v . 

于是我们看到，代数 Der ( A ) 同构于有基础空间 A 及乘法 [ uv ] = m / - A 的无限维 
李代数（洚[叫).命4( 0 = ( X ^) P , 我们得到4的直和分解 

4 = •/!( 一 1 ) ㊉ ^4⑼ ㊉ 义⑴ © 4(2) ㊉ • • • ， 

它具有分次李代数的性质 


c A ( i + j ) 
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(和§4第1目中的例2作比较).李代数 (/<：,[*,*]) 用两种方法作用在向量空间 K 
上： 1) ( a ，/)^ V (自然的作 用)； 2) ( 添加自同态的作用).结果 

得到两个不同构的 （ A [* *1) -模. 

例2迹为零的斜埃尔米特矩阵组成的三维实空间 

su (2) = ( ki , k 2 , k 3 )R 

被赋予李代数的结构.关系式 

[ kik 2 ] = k 3> [ k 2 k 3 ] = k 1? [ k 3 kjJ = k 2 

丝毫不差地重复了 R 3 屮向童的向量积规则. 

从紧群表示的一般理论推出，在群 SU (2) 的不可约表示和它的李代数 su (2) 的 
不可约表示之间有互相单值的对应.在直觉上，这一点是可以理解的，只要注意到群 
表示的连续性并看到在算子 H 9 t ) (其中义是群 SU (2) 中按微分方式依赖于< € R 
的元素;办= e ) 的线性包络中，线性算子 d < P ( g t )/ dt \ t =0 已经被包含在代数 sii ( 2 ) 中. 
为了证实已在第3章§6中得到的群 SU (2) 的不可约表示的完全描写，我们需要证 
实，对于任意自然数 n ， C 上 n 维不可约 sii (2) -模精确到同构只有一个.为了达到这 
个目的，从开始时的实李代数 su (2) 转向它的和所有迹为零的复2⑭2-矩阵组成的 
李代数 L = sl (2) = su (2) C -致的“复化”是合适的.代数 L 的基元素 

e—i = kj — ik2, eo = 2ik3, 幻 =k! + ik.2 

按规则 

[ e _ ie ,] = e 0 , [ e 0 e _ i ] = 一 2 e _ i , [ e 0 ei ] = 2 e \ (1) 

相乘.暂时忘掉 i 的来历，可以认为 L = ( e ^ ll e 0 , e l ) 是有乘法表 （1) 的 C 上抽象三 
维李代数.容易验证， L 是单李代数.于是它的任意一个维数> 1的不可约模都是忠 
实的. 

2. 权及重数首先设 VV 0是 C 上任意有限维模，并设^，说，说是分 
别对应于元素的 K 的线性变换（或在固定基下的矩阵).在李代数的表示 
论中已经建立了自己的术语，我们将照样使用. 

定义 V 的有特征值 AeC 的线性变换 Eo 的特征子空间 

v x = {ve V\Eov = At ;} 

习惯上叫 做有权 A 的向量 组成. 维数 dimV A 叫做权 A 的重数. 



引理 1 若，则 
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E x ve K a+2 , E . x veV x ~ 2 

(玢是“提离”算子，而是“降低”算子) • 

证明根据公理 L 3), 我们有 

Eq ( Eiv ) = [ EoE\]v 4- E \( Eqv ) = 2 E\V + Ei ( Xv ) = (A + 2 ) E \ v y 
因此根据定义 ， e K A +2 . 类似地， 

Eo ( E - iv ) = (A — 2 ) E ^\ v . □ 

3. 最高权向量由 [BA Ilj 知道，对应于不同特征值的向量是线性无关的.因 

此和 

W = ^2 v x cV 

\ 

是直和.由引理1还推出 W 是 V 的 L - 子模.因为州一 0,所以在 L - mV 不可约 
的情形应该有等式 V ^ = K 

定义向量 叫 做权为 A 的最高向置 ，若 列#0, 且 


E\Vo = 0 , EoVo =入 vo. 

I 

引理2任意有限维模 K 有最高权向量. 


证明取任意一个权为 / i 的向 ttt ； (一 0) 并建立权为 + + 的向量 
序列(见引理 1). 因为 dim V < oo , 所以对某个 m , 有 E^ l v = 0. 
取 m 为极小的，我们可以命 vo = E ^ v , A = /x + 2 m . □ 

引理 3 设 V ；是 C 上 n +1 维向量空间，它有选定的基 , v n ), E ^, E 0y 
Ei 是由公式 

E^iVm = (m+ 1)1^+“ 

Eov m = (n - 2 m ) i ; m , (2) 

E \ v m = (n - m + l ) v m -i 

确定的线性变换，其中 t ;— = 0 = w +1 . 则 K 是不可约 L - 模. 

证明直接验证得出，和乘法表 （1) 及 L - 模公理一致的关系式 

Ei(E^iV m ) — E-i(EiVm) = EoVm, 

Eo(E^iVm) - E-i(E 0 V rri ) = -2E^iVmy 
Eo(EiV m ) — Ei(EoVm) = 2E\Vm 
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成立. 因为= (n + = 0, £* 0 1；0 = m>Q， 所以 i；o 是权为 n 的最髙权向量，而 

整个空间 K 可以写成一维权子空间 K- 2 - = ( v m ) (每一个权有重数 1) 的直和的 
形状: 

匕= K n ® W 2 ㊉…㊉ V ' n . 

假定 K 中存在子模 f/^o, 我们取线性变换祝的任意一个特征向量 txe (/. 根 
据分解式 （3), 对某个 m, 有 ti = At; m . 连续不断地应用提高 算子私 （见公式（2))，我 
们得到 Vm ^ eUr -^ voeU , 而利用降低算子 E 一 u 我们从最高权向量如得到所 
有其余的向量.这就是说，[/ =匕，从而 K 是不可约 L 模. 口 

我们看 到，％ 是平凡（一维的）模，而 h 是对应于代数 L 的自然定义的模：在 
基 (vo^i)T, 线性变换 E — uEo ' E ' 有它们自己的矩阵 

⑶， ㈡ ，⑶. 

4. 分类的结果下面的定理解决了摆在我们面前的问题. 

定理1每一个 C 上 n+1 维不可约 L- 模 K 同构于 K n . 

证明根据引理 2 ,我们的模 K 有某一个权为 A 的最高权向 M %.命 

= 0，= —^ E^vq = (- - • (£«ii»o) • • •)> 当 爪 彡 0. 

我们断言,对任意 m > 0,公式 

= (m + l)v m+1 , 

EoVm = (A - 2 m ) v mi (2’） 

E\Vm = (A - m + l)v m -i 

成立. 

事实上，当 m = 0 时，公式 （ 2 ') 归结为最髙权向量 Vo 及向量仍的定义，接下 
去我们对 m 用归纳法. 

a) 用公式 E ^ iv m = (m + l)v m+ i 确定向量 v m+1 . 

b) 公式 E 0 v m = (A- 2 m ) v m 由引理 1 推出 • 

c) 若已经知道 Eiv m+ i = (A — m 4 - 2)v m -2, 则在等式 

mEiVm = E^E^xVm-i) = [EiE-i)v m ^i -f E-i{Eiv m ^i) 

= ^oKn-l + (A — m + 2 ) E -\ Vm ^2 

={(A - 2m + 2) + (A — m + 2)(m - l)}v m ^i = m(A 一 m 十 
的两边约掉 m 以后就得到公式 （20 中的最后一个. 
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若对某个 r ， 向量都不为零，则因为有不同的权，它们应该是线 
性无关的.另一方面，由于 K 的不可约性，由吻生成的子模和 V 相等，而因为 
dim V = n + 1，所以 V = { v 0 , 巧，… ， i ; n 〉 而 v n+ i = v n+2 = ••• = (). 特别地, 

0 = E\v nJr \ = ( 入一 n)v n = 0 ==^ A = n. 

(我们注意到很有意思的蕴涵 dim V < oo => A € Z , A ^ 0). 

将值 A = n 代人公式 （2'), 并考虑到所选记号，实际上我们得到了确定（根据引 
理 3) 不可约 i -模 K 的公式 （2). 这就是说 V ^ V n . □ 

习题 

1. 回到基元素 

ki = 泛 (e-i + C 2 ), k 2 = 泛 (e — 1 — ei )， k 3 = 一 一 e 0 , 

并利用公式（2)，再将它们和线性变换 K u K ^ K 3 相对应，用此给予 K 以 su (2) -模结构. 

2•设 L 是特征 p > 2的代数闭域 F 上有乘法表 （1) 的单李代数.考虑 p 阶方 

阵 


E ^\ = 


0 

71 

0… 

0 

0 

0 

0 

72 … 

0 

0 

0 

0 

0… 

7p-2 

0 

0 

0 

0… 

0 

7p-i 

W0 

0 

0… 

0 

0 


Ei = 


0 

0… 

0 

0 

0 

1 

0… 

0 

0 

0 

0 

1 … 

0 

0 

0 

0 

0… 

1 

0 

0 

0 

0… 

0 

1 

0 


Eo = [J5_i^i] = diag(A y A + 2, • • • , A + 2(p — 2), A + 2(p — 1)). 

验证，对应 q — Ei ( i =-1,0,1) 确立了李代数 L 的依赖于三个参数 ( A ,^,7 o ) 的不可 
约矩阵表示.并且 


7* = P 70 -f A:A + k(k - 1), A: = 1,2, • • • , p — 


(这一完全新的情况对于有限特征域上的表示是典型的). 












第 5 章伽罗瓦理论初步 


本章除介绍了关于域的有限扩张，特别是关于有限域和代数数域的初步知识以 
外，还介绍了伽罗瓦理论的片断，它对于证明次数大于4的代数方程不能用根式解 
的经典定理已足够用.也证明了更有意思的数论事实.还阐述了伽罗瓦理论的现代 
方向的初步，它吸引我们之处是可以在第3章的初等水平上充分地利用特征标理论. 

§1域的有限扩张 

1. 本原元素和扩张的次数若 F 是包含子域尸的域，则 F 也叫做域 P 的扩 
张 （[BA I ]，第4章， §3). 首先我们限于当扩张 F = P (6) 是在域 P 上添加（在给定 
域 f 里边）一个元素0 € F 而得到的最简单的情形.称 P (0) 是域 P 的单扩张，而 
0 是这个扩张的本原元素.按照自身的意义， P (0) 是整环 P 问的分式域.元素沒在 
P 上是超越的当且仅当扩张 P (0) 和 P [ X ) 的有理分式域同构.然而，如果0是代数 
元，则 P (0)^ P [ X ]/( f ( X )) (第4章，§ 1，定理2)，这里/⑷是次数 n > 0的不可约 
多项式，0是它的根.反之，若 f ( X ) 是不可约多项式，则正如我们从第4章知道的， 
可以以经典的方式构造一个域 F 使得/在其中至少有一个根（我们将它叫做 0) .根 
据构造，明显知道 F 和形如 

ao + + ... + ， ai € P , n = deg / 

的元素所作成的集合相同. 

对于环尸网的元素来说，这是明显的（作带余除法以/( X )除 g ( X ), 并作代入 
X = 6); P [0] 中的除法是这样来实现 的：若 g ( X ) =知+ 

则 / 的不可约性导致 gx . d(/，W = 1，并存在次数< n 的多项式 u { X ) MX ) 使得 




§1 域的有限扩张 



fu + gv = l ; 由此得到 ^(0) v (0) = 1,从而 l / g (0) = •数 n 可以看作有基兀素 
1，0，... ， 俨 - 1 的尸上向量空间的维数. 

在任意扩张 F D P 的情形，将 F 看作尸上向量空间也是适宜的.它的维数 
dimpF (可能是无限的）我们用丨 F : Pj 来记，并将它叫做扩张 F 在 P 上的次数.若 
F = 尸⑻，贝 尸： Pj 也叫做本原元素的次数.显然，对于超越元0 e F ，1，0，0 2 , …， 
这一族元素在 P 上线性无关，从而 [ P (0) : P ] = oo . 另一方面，从上面所说的可以推 
出以下断言. 


定理 1设 F 是域尸的任意一个扩张. 元青 e 6 F 在 P 上是代数的当且仅当 
[ P (0) : P ] < oo . 此外， d 的代数性导致等式 P {9) = P [0]. 

我们称 KdFdP 是扩张的两层塔.它允许我们谈到三个向量 空间： K/P (P 
上的 K )， K/F ( F 上的 K ) 及 F/P ( P 上的 F ). 它们的维数以一种关系联系起来， 
这种关系和子群的指数之间的关系相类似. 

定理2 在扩张的塔尺中，次數[欠：門是有限的当且仅当次数 
及 [F •• 都是有 限的. 在它们是有限的情形，有关系式 

[K : F ] = [K : F\[F : P ] 

证明首先假设 [ A ： : 及 [F : P ] 是有 限的. 我们在 F / P 中选定 P -基 

…， / m ， 并在 K / F 中选基 61 , • • • , e n . 则任意元素 x € K 可写成 x = 

这种形状，其中 〜 C 同样，〜= ZPijfi ， 其中 Pij G P . 因此， a : = 从而 

我们看到， mn 个元素 / iej 在 P 上“性地生成 / C . 假定对于某些 Pij € P , 存在线性 
相关式 fPo / i 勺 = 0,则 

0 = ^2Pijfi e J = 5Z ( ^ = 0 => Pij =0 

j \ i / i 

对所有 i = 1，… ， m;j = 1, …， n 成立，这是因为 ei ,-.- , e n F 上是线性无关的， 
而 / i ， …， / m 在 P 上是线性无关的.于是 mn 个元素力勺组成向量空间 AT / P 的 
基，从而 [ K : P ] = nm =[ K : F][F : P ]. 

反之，不等式 【K : F ] < oo 导致 [F •• P 1 的有限性，这是因为 F / P 是空间 K/P 
的子空间.若（^，…，〜）是 A ： 的 P - 基,则任意元素 : r € K 将是〜，•••，〜的线性 
组合，其系数在 P 中，因此，其系数也在 F 中.在 F 上,〜，••• ， a r 当中线性无关元 
的个数只可能更小.因此， [ K : F ]< oo . □ 

推论设 F 是域 P 的扩张 ， A AF 中所有尸上代数元组成的集合.则4是 F 
中包含 P 的子域. 
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证明每一个元素 k 尸是线性多项式 X - te P [ X ] 的根，因此，尸 c A 进一 
步， i ^ u . veA . 则根据定理1，我们有 [ P ( u ) : P ]< oo.P 上代数元 t ; 也将是 P ( U ) 上 
代数元，即 

[尸 (u ， v) : P { u )\ = [P(u)(v) : P { u )\ < 00. 

根据定理2，、 

\ P { u , v ) : P ] = [ P ( u , v ) : P(ti)][P(ti) : P ) < oo. 

因为 u - v,uve P ( u y v ), 因此，再根据定理 1, 我们有 u - v,uv e A . 即欠是 F 
的子环.它是域，这是因为 

0 # u € A =► [ P ( n ~ l ) : P ) = [ P ( u ) : P] < oo. □ 

扩张 F 3尸叫做 P 上代数扩张， 如果 F 中所有元素都是尸上代数元.代数 
扩张中的每一个元素 a 是某个由 a 确定的不为零的标准多项式（即最高次项系数 
为 1) / € P [ X ] 的根•若 /( a ) = 0而对任何0 # p e P [ X ] 且 d egi7 < deg /， 都有 
贞 a ) 〆 0,则 / = / Q 叫 做元素 a 的极小多 项式. 极小多项式在 P 上是不可约的，也 
是唯一确定的，并且它的次数和元索 a 的次数一致（对极小多项式乘上一个常数所 
得到的多项式常常也叫做极小多项式).多项式/«的所有不相同的根都认为是和 a 
共 轭的. 下面的定理3将对这个术语作 出解释 .若 char P = 0,则不相同的根的个数 
和 deg/ a 一致 （[BA I ], 第6 章)， 但 在一般 情形并非如此（见习题4及 5). 

根据所得到的结果 ， [F : 尸]次有限次扩张 F D P 是有限代数扩张，即它是 
由对尸添加有限个代数元 a u ... , a m 得到的. 反之： 每一个有限代数扩张 F = 
P [ a lr -- y Q m ) 具有有限次数 • 事实上， / fc ( a fc ) =0,1 < A :彡 mj k € 尸上代数 
元叫自然也将是/>!，…， a / t - O 上代 数元. 这意味着 [ P ( ai ,-.., a fc )： P ( ai,... t 
a / c - i ) j < oo , 因此，根据定理2， 


l F : p ] = [P(ai，". ,a m ) : P] = JJ[P(ai, ••- ,a fc ) : P{a xr -- ,a fc _i)] < oo. □ 

k=l 

例—域 F = Q ( V 2, V 3) 作为 Q 上向量空间是四维的 ：P = 〈1,力，力， v ^〉 q ， 即 
每一个元素 a€F 可写成线性组合 a = a + 6v/2 + cv/3 + d\/6 这种形状，它具有有 
理坐标 a ， b , c ， d •另 —方面， 

F = ( l y 0,0 2 y 6 3 ) Qi 其中 0 = V^+\/5 


事实上, 


V2 = 
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本原元素 0 有极小多项式 fe(X) = X 4 - 10X 2 + 1 ， 其根为 

0 (1) = 0 = \/2 + \/3, 0 {2) = y/2-V3 
0( 3 ) = -n/ 2 +v^, 0 ⑷ = -\/2- \/3 

将注意力转向这样一个事实，即 F 是多项式 MX) 的分裂域，并且 
F = Q ⑴， 0 (2) ， 0 (3) ， 0( 4 )) = Q ( 0( °)， i = 1 ， 2,3, 4. 

在伽罗瓦一般理论中，这样的域曾被叫做是正规的.域 F 的子域图 



和四元群％的子群图相类似，而这也并不是偶然的.如果我们考察任意自同构 
F — F , 则由关系式 

$(工 - by ) = 少 ( x ) + ^( xy ) = ^( x )^( y ) Wx } y € F 

可推出 ，$ 完全由它自己在本原元素 0 上的作用决定.又，少⑷= a , Va G Q , 因此 

$(0) 4 — 104 >( 0) 2 + 1 = $ (0 — 10« 2 + 1) =少 (0) = 0. 

这就是说，中 (0) 是根 W)，i = 1，2,3,4,当中的一个,从而我们得到 结论： 由所有自同 
构组成的群 Aut ( F / Q ) (也被称为伽 罗瓦群 G ( F / Q ) 或 G{f e )) 具有阶4 = [F : Q ]. 
4阶群精确到同构总共只有 两个： 循环群 厶及 Z 2 x Z 2 爸 K 4 . 直接计算即可证明 
Aut ( F / Q ) ^ V 4 . 

将 Aut ( F / Q ) 用作用在集合= {1,2, 3, 4} 上的置换来表 示：用 f 2 的元素来对 
根编号，就可以非常容易地确信这 一点. 例如，若$巧⑴ ） =0 (2) ，则 
0 ⑴ 0(2) = =-1 

=>^> (叫=0⑴，金(叫=一$ (叫=-沒⑴=0( 4 ). 

即少》 (1 2)(3 4). 类似地得到自同构 （1 3)(2 4) = 7■及 （1 4)(2 3) = ar . 

剩下来还需补充的是循环子群 使中间域 Q ( v ^) 的元素不动，因此〈(7> 是域 F 
关于子域 Q ( v ^) 的所有自同构作成的群（伽罗瓦群 ） G = Aut ( F / Qv ^). 类似地，⑺ 
及 （ ar 〉 的不动元域相应地是 Q (\/5) 及 Q ( v /6), 而伽罗瓦群 G = Aut ( F / Q (\/3 )),G = 
Aut ( F / Q ( v ^)) 也就是 〈 t 》 及 ( ar ). 我们就特例检验了正规域 f 的子域和它的自同 
构群的子群之间的伽罗瓦一一对应的正确性. 
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2. 分裂域的同构在第 4 章 §1 中曾定义并构造了标准多项式在 P 上的分 
裂域.我们注意到在构造中有随意想象的元素.现在来重复这一构造.我们只能说 
[F : P ] < n ! (请尽力设法理解为什么).然而事实上给定的多项式 f 在 P 上的所有 
分裂域都是同构的.为了使得这一说法更加准确，我们考察一些更一般的情况.根据 
[BA I ]第5章§2中的定理3,域 P 到域戶的任一同构映射 p 可以如下唯一的方式 
延拓为到 P[X] 的同构 

f(X) = X n + a,X^ x ^...^a n ^f[X} = ( p x f = X n + ip(a x )X n - 1 + … + <p(a n ). 

定理 3 设 w :尸 — P 是域的 同构； / € P[X] 是次数 n > 0的标准多项式, 
h x f 是它的在同构 作用下 的像； 相应地是/，/在 F 和 P 上的分裂域. 
则 p 可以用 A : 彡 [F : P] 种方法延拓为同构 少 ： F — 炅并且如果多项式 f(X) 的所 
有根都不相同，则 k = [F: P). 

证明第 I 步. 首先考察任意扩张 KDP ^ KDP 的情形.设0 € A ： 是代数 
元，其极小多项式是 9 = 9 d e P [ X ). 我们断言，当且仅当 与在反 中有根时，同构 
可延拓为单射 p : P (9) ^ K , 并且延拓的个数和多项式歹在反中不相同 
的根的个数一致. 

事实上，由 p 的存在性推出元素 p ⑹应该是歹 的根： 

9{ 0 ) =0 => 9 (p( 0 )) = p(g(0)) = 0 . 

反之，若 Wo ;) = 0,则 Ken/O g(X)P[Xl 其 中分： P[X] -> K 是由对应 u(X) ^ 2( u ;) 
确定的同态.正如在群的情形一样，分导出同态 

7 : P[X]/g(X)P[X] - K 

W ) + gWP [ X ] ^ 5( a ;); 如果这一点并不完全清楚，则必须重新转向第4聿的 
结 果). 我们注意到由于 g(X) 是不可约的，商环 P[X)/g[X)P[X) 是域，因此，$是 
单射.用完全同样的方法，可以确定域的同构泛： P[X)/g{X)P[X] P{9) (u(X) + 

9 (X)P[X] ^ u(0)). 合成/ > = 是 P (0) 到犮的单射 (p(u(6)) = 5( u ;)). 因为 

PW 是元素 0 在 P 上生成的，所以 p 是 p 的将0作用成 o ; 的唯一的一个延拓.这 
已意味着其限制为 p| p = p 的不相同单射 p 的个数等于多项式 澗在 R 中不相 
同的根的个数. 

第 II 步 . 分裂域是用一连串地添加不可约多项式的根来构造的.下面对维数 
[F : P ] 用归 纳法. 当 [F : Pj = 1 Bt 多项式/已在 P [ X ] 中可分解成线性 因式： 
/( X )=(久 一 Cl ) … (X - Cn ). 在这^情形， f ( X ) = ( if x f )( X ) = (X -石）… (X - 乙). 
多项式/的 根石， • • •，2 n 包含在戶中，而因为戶由它们在戶上生成，所以 F = P , 
因此$ = 是唯一的一个延拓. 
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当 P : P 1 > 1时，我们在 P 上将 f ( X ) 分解成标准不可约因式，在这些不可约 
因式当中至少应该有一个多项式其次数 m > 1. 我们将它用 g ( X ) 来表示.因为 

f ( X ) = g ( X ) h ( X ) => f ( X ) = (^ x f )( X ) = g ( X ) h ( X) y 

所以在分裂域 F 和 f 上有多项式的分解 

g ( X ) = ( X ^ e l )--( X - e n ) i 

9( x ) = {X - o) m ) f m < n . 

由于不可约性， g { X ) 是元素仏在 P 上的极小多项式，并且 [ P^O : P ) = m . 

若在 A , … ， o ; m 当中有 f 个是不相同的，则根据第 I 步，存在扩张 L = P (6 x )m 
戶的 Z 个单射其限制是 p,| p = A 分裂域的构造是这样的，即 F 可以认 
为是多项式/ € L [ Xj 在 L 上的分裂域，而 F 可以认为是多项式/( X )在 Pi ( L ) 上 
的分裂域，对于任何 i = 1，2, • • • ， f . 根据定理2有不等式 

[F:L} = ^p- < [F : P\. 

因此根据归纳 假定内 当中的每一个可以延拓成同沟 : F — 戶，并且这种延拓的 
个数（指数 j 的个数）不超过: L ], 而且若多项式/在戶中的所有根都不相同，则 
它等于这个上界.因为 

恥 A = 1 o 彡 [ 尸： Lj, />.| p = (p t 

所以是 w 的延拓，并且 

Pi ^ Ps =^ ^ 当 i / S 时. 

于是，总共得到同构 P 的 A : < m[F : LI = [F : P 1 个延拓.若多项式/的根都不相 
同，这个不等式就转为等式. 

第 III 步. 最后，设$ : F — 戶是同构 p 的任意延拓.和第 II 步中一样，限制 
剩 L 作为 L 到戶的单射和内当中的一个一致，而在这种情形，$和当中的一 
个一致. 口 

推论 1多项式尸 [ Xj 在 P 上的任意两个分裂域同构. 

事实上，只要在定理 3 中命 P P 并取域 P 到自身的恒等映射作为 p 即可 .口 

推论 2 多项式/ €巧 X ]在尸上的任意分裂域的自同构群 Aut F / P 是有限 
群，并有阶彡 [F : Pj •若多项式 f ( X ) 的所有的根都不相同，则 | AutF / P | = [ F : P ]. 

证明由定理3直接推出. 口 
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注虽然多项式/ € Q[X] 在 Q 上（或在任何其它数域上）的分裂域可以认为 
是置人复数域 C 中的，因此是唯一确定的.但是推论2指出，即使在这种情形，将定 
理3的证明研究清楚仍是有意义的. 

扩张 P / P 叫做域 P 的代数闭包，若它是代数扩张并且域 P 是代数闭的.不太 
难证明每一个域 P 都有代数闭的扩张，它在精确到 P - 同构意义下是唯一确定的.任 
一代数扩张 F / P 可以用< [F : 种方法嵌入到域 P 的代数闭包 P 中. 

3. 本原元素的存在性•中的多项式叫做可分的，如果它的不可约因式的 
根不相同•域 P 叫做完全域，如果每一个多项式/ e P[X\ 都是可分的.显然，任何 
一个特征为零的域 p 都是完全的.另一方面，有 


定理 4 设 P 是特征为 p > 0 的域 •则 戶是完全城当且仅当 p = pp (P 中所 
有元素的 p 次幂作成的集合). 

证明 若 P P 而 a € P \ PP t 则多项式 XP - a 不可约（见下面的习题 4) .此 
(XP - a) f = pXP - 1 = 0,因此 P - a 不是可分多项式，而这就是说，尸不是完全 
域. 


反之，假定/( X )是 P [ X ) 中不可分的不可约多项式，即 g . c . d (/,/') _ 1•则 
f ( X ) = a 。 + a p X p + a2 P X' 2p + •. • • 若对任何 i , 有 a * = 6 J *， 则 f ( X ) = (6 0 + b\X 4- 
hx 2 + •••)〃, 它和 f ( X ) 的不可约性矛盾.因此， 存在 i 使 ai 牵 pp . 所以 pp ^ p.a 
通过对 P 添加有限多个可分元（不可约可分多项式的根）所得到的有限代数扩 
张 F 3 P 叫 做可分 扩张. 如果不去考虑域 P 的代数闭包戶，则可以限于（按定义是 
置于 C 中的）代数数域. 

定理 5 设 F 是成 P 的有限扩张.本原元素(当尸=尸(沒）时）存在当且 
仅当中间域 E ( FDEDP ) 的个数有限 • 若 F 在尸上可分，则本原元素0存在. 

证明对于有限域 P 这完全是清楚的，这是因为=〈0》，因此0是本原元素. 
设 P 是无限域. 

首先假定中间域的个数有限.设 a ,/? € F •命 c 走遍 P 中的元素.根据条件我们 
只能得到有限多个+ c /?) 这种类型的域.因此，存在 Cl , c 2 € P, Cl / C2 使得 

E := P(a -f c \0) = P(a + c 2 /3). 

我们注意到 

a + ci /3, q + C 20 £ E ==» (ci - c 2 )/? G E => 0 e E =► E } 

即 P ( a , /?)= 五 = 尸 (a + c 眞 用归纳法，我们得到 结论: 若 F = P(a ir ••，％)， 则存 
在 c 2 ，... ， 0 „ € P 使 


F = 尸 ( 沒 )，0 = Qi + c 2 a 2 + . • • + Cna n . 
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这证明了第一个断言的一半. 

反之，假定对于某个 0 有 F = P (0), 且/ = MX ) 是 0 的极小多项式.设 
尸 C C F ， 并设是0在五上的极小多 项式. 显然，整除但 F [ X ] 是唯 
一因子分解 整环； F [ X ) 中整除 f ( X ) 的任意标准多项式等#若干个因子 X -叫的 
乘积，其中 ai ，…，是/的根.因此，只有有限多个这种多项式.我们得到从中间 
域的集合到多项式的有限集的一个 映射尺 m 

设^是 £； 的由 g E ( X ) 的系数在 P 上生成的子域 .则〜 的系数在说中，并 
且在 E 0 上不可约，这是因为它在 £； 上不可约.因此，元素0在上的次数和0在 
E 上的次数一致，而这给出等式 £； = £ 0 .所以我们 的域五 由和它联系起来的多项式 
g E 唯一确定.因此，映射是单射.这完成了定理的第一个断言的证明. 

至于说到关于可分扩张的断言，则我们用归纳法，并且不失一般性，我们可以假 
定 F = P ( q ,/3) 1 其中 a ，/ J 在/>上 可分. 设 A ， …，％ 是 PM ) 在域的代数闭包 
P 中不相同的嵌人.命 

f(X) = + Xipi(3 - ipja - 

Mi 

则 f ( X ) ^ 0. 因此，存在 c € P 使 /( c )#0. 元素+ c 0) 当 i = 1,2,…， n 时是 
不相同的，由此推得 [ P(o + cy 3) : > n •但 [ P ( a , (3 ) : P ] = n , 因此 

P ( a y 0) = P(a + c 0). 

换句话说 ， 6 = a ^ c 0 是本原 元索. 口 

习题 

1. 证明： 素数次扩张 fdp 没有真 （/ p ， r ) 子域. 

2. 求扩张 Q ( Vp ^ Vq ) 的本原元素，其中 P 和9是素数. 

3. 求多项式 X ，一 2 的分裂域在 Q 上的维数. 

4. 证明： 在特征为 p > 0的域 P 上，对于多项式 X p — a 来说只有两种 可能： 是不可约的或是 

- •个 线性多项式的 p 次幂. ， 

5•设 Z P ( V ) 是特征为 p 的有理分式域. 证明： - y 是 Z P ( Y ) 上不可约多项式，其所有根都 
相同. 


§2有限域 

1. 存在性和唯一性除了 Z p = Z / pZ 以外，我们还遇到过有限域的其它例子. 
到了将它们纳入一般理论的时候了.最先的观察是关于有限域的任意有限扩张. 
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命题1设 F 是元素个数为 g 的域，并且 A ： 〕 F 是次数为 [ K : F]=n 的扩张， 
则 \ K \= q Tl . 

证明事实上，当选定基以后， F 上向量空间和长度为 n 的行 ( aj ,- ••，《„)的 
空间等同.所有的 坐标叫 互相独立地取 F 中 g 个值.这就是说, | K | = | F "| =尸. 

□ 

命题2任意有限域 F 具有有限特征 p ( p 是素数）且 | F | 是 p 的幂. 

• 证明事实上，由于 F 的有限性，素子域应该同构于域 Z p = Z / pZ . 根据命题1， 
| P | = P 的有限扩张 FdP 具有势 | F | = p m . □ 

定理 1对于每一个有限域 F 及对于每一个正整數 n , 存在一个且精确到同构 
时只有一个扩张 KDF , 其次数是 [ K : F ] = n . 

证明唯一性设是 n 次扩张.根据命题 2，| F |=(7=^ =，， p 是素 
数，并且 | AT | = f . 因此，乘法群 /T = K \{0] 具有阶 f - 1,而其每一个元素的阶 
根据拉格朗日定理整除尸 - 1 : K - 1 = 1, 0. 这就是说域 K 的所有元素（包括 

t = o 在内）是多项式 xe - X 的不相同的根并且有分解 

^ n - X = n ( X - t ). 

t£K 

在的任何一个元素个数 < 尸的真子域上，都不可能有这种分解成线性因式的分 
解，因此 K 是多项式 X / - X 的分裂域•转向§1中定理3的推论1,我们得到所 
要求的结论. 

存在性在证明唯一性时所作的论述提示了构造 A ： 的可能途径.取多项式 
IW = X ， - X 在 PS 上的分裂域作为 A ： •因为 g = p ' 所以在 A ： 中心丨= o . 
因此 f ，( X ) = • 1 - Xn -1 = -1. 所以根据已知的判别法 ([BA I ]第6章§ 1， 

定理 4), f ( X ) 没有重根.这就是说，多项式 f ( X ) 的根作成的子集 K f cK 具有势 

1^/1 = 9 n . . 

因为 A ：/ C 尺且 char/C = p , 所以根据 [BA Ij 第4章§3习题6, ( a : + y ) 〆 = 
x p ’ +2/’对任何 x，y € A 7 及 s = 0， l ,2，... 成立（注意到 F C A ：/). 特别地， 

x ，y e Kf (: r 土 y) 9n = a： gn 土 = X 土 2/ 土 2/ € i<7. 

此外， 

1 ^ K f \ (^ y) qn = x qn y qn = xy=>xye K f ; 

0 ^ x e Kj => (x -1 ) 9 " = X' 1 =» x" 1 e Kf . 

因此，心是 K 的包含 F 及多项式 f ( X ) 的所有根的子域.根据分裂域的定义，应该 
有等式 K f = K . 次数 [ K : F ] = n , 这是因为 = \ K \ = \ K f \ = q -. □ 
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推论 对于每一个素数 p 及对于每一个正整数 n ， 存在一个且当精确到同构时 
只有一个域，其元素个数是 p ' 

证明包含在将定理1应用于特殊情形|椚= p 之中. □ 

2. 有限域的子域及自同构.正如我们在 [BA Ij 第4章§3中已经注意到，元 
素个数为 g = 泸的有限域通常用符号心来记，或者，为了记念 E . 伽罗瓦，用符号 
GF ( p n ) 来记.我们确立有限域的一系列性质. 

定理 2以下断言成立. 

i ) 有限域 F 9 的乘法群 FJ 是 g - 1 阶循环群. 

ii ) 元素个数为 q = p n 的有限域心的自同构群 AutF 9 是 n 阶循环群，且 

Aut ¥ q = {^( t ) = t p , Vt € F q ). 

Hi ) 若 F p a 是域 F p « 的子域，则 d | n . 反之： 对于数 n 的每一个因子 d , 相应地正 
好有一个子域 G F p n |^( t ) = t } = F p a . 使这个子域的元素保持不动的自同构组成 
一个群 Aut ( F p n | F p .) = ($ d >. 因此，在有限域 F g 的子域和它的自同构群的子群之间 
有一个双射（伽罗瓦对应). 

iv ) 若 g = p n ， 且 FJ =〈0>，则0是域的有 n 次极小多项式 h ( X ) 的本原元素，且 
¥ q 是多项式 / i ( X ) 在 F p 上的分裂域. 

v ) 对于任意自然数 m ， 至少存在一个上 m 次不可约多项式. 

证明 i ) 见第2章§3中的定理 11. 

ii ) 我们将把 F g 看作是其素子域 F p 3 Z p 的 n 次有限扩张.因为 F g 是所有的根 

都不相同的多项式 P - X 的分裂域，所以，根据§ 1中定理3的推论2, |AutFJ = n . 
在定理1的证明过程中已经注意到 （z + i/)p = # + {xyY = = 1. 根据 

这个关系，明显可知，^ ^ P 是域 F g 的自同构 （ F g 的有限性是非常重要的).若 
V : t ^ 〆 是恒等自同构，则对于所有 f ，有 〆 - i = 0,由此推出不等式 s 彡 n . 
然而当 s = n 时，我们真的得到恒等自同构，因此|〈旬| = n 且 <4>〉= AutF g . 

iii ) 根据命题1,圹= (〆 广其中 『 是扩张 Fp „ 3 Fprf 的次数.因此， n = dr . 反 
之，对于任何 d | n ， 我们引入子集 F = {^ 6 ¥ p n \ t pd = t }. 因为 n = dr p n — I = 
( P d ) r -l = ( p d - l ) k , 所以 

X〆- 1 - 1 = X ^ d ~ 1 ^ - 1 = (I〆- 1 一 1) g ( X ), 

X pn = (^ X pd - X ) g ( X ). 

因为 IF > 是多项式 XP n - A ： 的分裂域,所以 F p n 中正好有 〆 个元素是 X〆 - X 的 
根.这些元素恰好组成子集 F ， 它现在可以和 F pd 等同.用这一与定理1对偶的论证 
也确立了有 p d 个元素的子域的唯一性. 




我们注意到，根据构造， 
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F p d = {te F p n |^ d ( t ) = t } 

是在❸，作用下所有不动元组成的集合.因为群 Aut ( F p n / F p ) = ($) 是循环群，所 
以直接看出，任何不属于〈少，的自同构作用在 F / 上时都不是恒同的（只 要将以 
应用于群的生成元即可).这也就是说，相应的自同构群 A U tOF >/ F pd ) 和 〈$ d 〉 
—致.断言 iii ) 中的结论性词句和第1目中的例子中的结论性词句有同样的意义. 

iv ) 完全明显，= ¥ p (0 ),g = p n ,S h ( X ) = X n -b aiX n ~ l + ••• + 〜 是本原元 
素 0 的极小多项式.因为素子域 F p 的元素在所有自同构作用下都不动，而^ € F p , 
所以， " p ， 2 、 … ，夂 1 是 h(X) 的根.它们全都包含在我们的域中，从而 

Fp(^-*,^ n " I )=FpW = F p n 

是多项式 / iPO 在 F p 上的分裂域. 

v ) 根据定理1，我们来构造 m 次扩张 K ：) F g . 根据 i ), /<：• 是循环群. 若 IT = (0) 

且 h(X) 是本原元素0 的极小多项式，则 fC = F g (0) K degh(X) = \F q (0) : F fl ]= 
[K : F g ] = m . 根据定义，极小多项式是不可约的（在 F g 上)，因此我们得到了所需要 
的. 口 

在不复杂的数论准备以后，我们将得到 F , 上 m 次不可约多项式的个数的精确 
公式. 

3. 默比乌斯 （ MSbius ) 反演公式及其应用由规则 

{ 1， 若 n = 1， 

(-1 产，若 n = Pl ". P/c , Pi 是不相同的素数， 

0， 若 n 被> 1的平方整除. 

定义的数论函数 /i 叫做默比乌斯 函数. 很清楚，在 m 不恒等于零且对任何互素的 
m 及 n 均有 / i ( mn ) = / i ( m )/ x ( n ) 的意义下， M 是乘性函数.同样显然， 若 n = 
pn ' 则 

XI "⑷= ⑷， 

d\n cf|no 

其中 n() = Pl ... Pr 是数 n 的不含平方的极大因子.对于固定的数 no 的因子 
d = Pil -' P la 的个数等于 f 0 •因此，当 n > 1 B 寸，我们有 

⑷ = = E ( :) ( -= (1 - 1，= 0. 

d\n d|no s=0 ' ’ 



(左端求和是对整数 n 的所有因子 d > 1进行的).最后得到公式 

d\n 0,若 n > l . 


它的变形 

= f “， (2) 

d | n|m n 1 0，若 d | m ， d<m 

也是有用的（求和是对整除 m 而又被 d 整除的 n 进行 的). 命 m =汾 ， n =出，并命 
I 走遍数 < 的因子，我们容易从 （2) 转到 （1) 以及反过来/ 

公式 （1)( 或 （2)) 可以取作默比乌斯函数的归纳定义.它对我们的价值包含在下 
面的断言中. 

设/及9是从 N 到 M 的任意两个函数 （ M 等于 Z , R , F [ X ] 等等)，它们由关 

系式 

f( n ) = ^^( d ) (3) 


联系起来，则 




事实 _ U , 注意到⑺,将⑶的两边同乘 fi ( m / n ) 后直接对整除 m 的 n 求和即给 
出 

= = = 9 { m ). 

n l m n l m d\m d | n|m 

简单地更换一下符号就导致公式（ 4 )，它叫做默比乌斯反演公式.以类似的方式可以 
完成由⑷到 （3) 的转变. □ 

还有默比乌斯反演公式的乘性类似 物：若 /( n ) = Fly ( d )， 则 

d|n 

咖 )=n 綱咖 /d) (5) 


为了证明，必须进行一些形式 计算： 

n / ㈨ 咖 /n) = n n 翁 (m/n) =n n 翁 0 

n l m n|m d|n d\m djn|m 

= II 翁一 = 9{m), 

d\m 


然后稍微地改变一下符号. 



我们举出默比乌斯反演公式的应用的三个例子. 

1) 欧拉函数 A 根据定义， ^( n ) 是一串数1，2，".，71-1中和71互素的数的个 
数，或等于说， ^( n ) = \ U ( Z n )\ 是环 A = Z / nZ 的可逆元群的阶.从第3章§ 1的习 
题5我们知道有关系式 

n = ⑹ 
d|n 

根据公式 （4) 直接得到 

d|n d\n d\n 

若71 = 7^".?^，则 

㈣ 忐-一仏 

气 1 -士) C -士) ..乂 1 - 土). 

因此， 

^(n) = « (l - ^) C - 点 )… (1 - 土 ) 

是我们在 [BA I ]中就已经得到过的公式，并且由它直接导出函数 p 的乘性性质. 

2) 分圆多 项式. 多项式 - 1在 Q 上的分裂域 r „ 叫做分圆域.因为1的所 
有 n 次根组成 n 阶循环群，所以分圆域具有形状 = Q(0, 其中 C 是本原根当中 
的一个 （c e c ). 我们希望求出次数 [ r „ : Qj 及元素 C 在 Q 上的极小多项式. 

用符号 Pn 表示1的 n 次本原根组成的集合，其势 | P „| = < p ( n ). n 阶循环群的 
子群和数 n 的因子 d 之间有一个双射对应，而每一个根 f 落人某个集合因此， 
有分成不相交的类的一个划分， 

{l ， C’C 2 ’... ， C n-1 } = UA (7) 

d|n 

(转向集合的势，我们重新又得到关系式 （6)). p ( n ) 次多项式 

^n(X) = JIM 一 0 

C 

叫做相应于 r „ 的分圆多项式.相应于划分（7)，我们得到分解式 

x n -\= i (( x - c)=nl n ( x - ol = n ^ w - ⑻ 

i=0 d\n (C€P d I d\n 
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将默比乌斯乘性反演公式应用于（8)，得到 t 的明显表 示式： 

^ n ( X ) r = H ( X d - l )^ n/d) ⑼ 

d\n 

对于 n 的不大的值，我们有 

^i{X) = X-l y $ 2 (X) = X + 1， $ 3 (X) = X 2 + X + 1， 

办 4 (X) = X 2 + 1, ^e{X) = X 2 -X + 1, ^s(X) = X 4 -f-1, 

<Pg(X) = X 6 + X 3 + 1 ， $io(X) = X 4 — X 3 + X 2 — X + 1 ， 

$ 12 ( X ) = X 4 - X 2 + l . 

我们看到 

< P n ( X ) € Z [ X ], 伞 n (0) = l ， n > 1. (10) 

为了得到 (10), 可以不通过 （9), 采用归纳法.对于不大的 n ， 这已被检验过.接 
下去,我们以下面的方法来论证.我们认为 

9( X )= n 化⑷ 
d \ n , d^n 

是整系数标准多项式，并应用带余除法（见 [BA Ij ), 我们得到唯一确定的多项式 
Q , reZ [ X ] 使得 


- 1 = q ( X ) g ( X ) + r ( X ), degr ( X ) < degg ( X ). 

但在 Q [ X ] X - - 1 = < P n ( X ) g ( X ), 我们看到， 4> n ( X ) = q ( X)e Z [ X ], 并且 g ( X ) 
的标准性质导致 < t > n [ X ] 的标准性质. 

在 [BA I]中已经确立了多项式 

^> P (X) = (X p - 1)/(^ - 1) = 义卩一 1 + X 卜 2 + …+ 1 

的不可约性，其中 p 是任意素数.关于对任何 nMX ) 的不可约性问题我们留到下 
一节中去讨论. 

3) F g 上不可约的多项式•设 ^ d ( q ) 是 F g 上 d 次不可约标准多项式的总个 
数，9 = P 71 ， 并设/( X )是这些多项式当中的一个. 它在 F q 上的分裂域既同构于商环 
¥ q [ X ]/{ f { X )\ 又同构于多 项式； ^， X 的分裂域（定理1的推论).由于/( X )的 
不可约性，多项式义/ - x 和 /( X ) 存在公共根0就导致 xq d - x 被/( X ) 整除. • 
因为对任何 m = rd ， X〆 -久是多项式 Xf - X 的因子，并且因 为；^ - X 没有 
重根，所以我们得到 结论: 对于任何 d | m , X ，- X 在心上的分解式中，所有 d 次 
最髙次项系数为1的不可约多项式 


fd ， ufd ,2, … Jd ^ d { q ){ X ) 
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都出现在其中，且每一个都恰好出现 一次： 

n ⑴) 

k =\ J 

计算等式 （11) 两边的多项式的次数，就导致关系式 

= ⑷， 
rf|m 

由此,直接应用默比乌斯反演公式 （4) 就得到 ^ m ( q ) 的表 达式： 

( 12 ) 

d\m 

例如，设 g = 2, 则 

^2(2) = \( 2 2 -2) = 1, ^a(2) = i(2 3 -2) = 2, 

中以2) = i (2 4 - 2 2 ) = 3, 蝴=臺(2 5 - 2) = 6， 

屮 6(2) = ^(2 6 一 2 3 — 2 2 + 2) = 9. 

公式（ I 2 )指出，随机取出的上 m 次标准多项式为不可约多项式的概率接近于 
1/ m . 然而对于具体地取出的多项式并没有令人满意的不可约性判别法.例如，关于 
三项式的不可约性能说些什么？这类问题在代数编码论中及伪随机序 
列的构造中经常发生. 

习题 

1. 证明对于任何 d | n，d < n ， 有关系式 X n _l =、 X d - 1) 少 n ( A > d ( X ), 其中^ € Z [ X ]. 

2. 设是 > 1 的正 整数. 根据 (10), < t > n ( q ) € Z . 证明： < t > n ( q)\(q 一 1) =► n = 1. 

3. 验证：分圃多项式 

^is(X) = X 8 — X 7 + X 5 — X 4 + X 3 — X + 1 

当作域 F 2 上多项式时是两个不可约多项式 X 4 + X 3 + 1及 X 4 + X + 1的积.利用这种情 
况，证明 < P l 5 ( X ) * Q 上的不可约性（和 [BA 第6章§ 1中的习题11作比较). 

4. 验证分圆多项式的以下 性质： 

若 p 是素数且 p | n ， 则 ^ pn ( X ) = ^ n ( X P )； 而若 p t n ， 则 ^ pn ( X ) = ^ n ( X P )/^ n ( X ). 

5. 从自然包含链 

GF { p ) c GF ( p 2? ) c GF ( P 3! ) c … 
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出发，引人所谓极限域％ = GF ( p °° ! ) ,其中 

aeQ P <=^{aeGF ( p n! ) 对于充分大的 n } • 

根据有限域的基本性质，证明 n p 是代数闭域.因此，考虑到复数域 C ， 得到任意特征的代数 
闭域的例子. 

6•设 g = p n . 证明： 当 p = 2时，域 F 9 的所有元素都是平方，而当 p > 2时，群 G 中的平方 
在其中组成指数为2的子群 G 2 , 并且 Ff = Ker ^ . 

7. (阿希巴谢尔 （ M . Aschbacher )) •设 是有限城，其元索个数是奇數 g = p n •若 g 不等于 3 
或 5, 則“在 圓周” x 2 + y 2 = 1 上存在具有坐标 Aye FJ 的点. 对于 p > 5证明这个 断言. 

8. 是否域 F q 的每一个本原元素都是乘法群 Fi 的生成元？ 

9•设乂⑷= Assf ( A - 1? ... ,\)是域 F 上自由结合代数，它由 9 个自由生成元（非交换的变 
元义1，…， A ) 生成•命 

A m ( g ) = ( Xi x X i2 - - - X irn 1 1 < t > < q ) F t dimi 4 m (^) = q m t 
我们看到 A ( q ) 是分次代数 

A ( Q ) = F • 1 © 山 ⑷㊉ A 2 ( q ) 0 A 3 ( q ) ©••• 


在 AW 中包含自由李代数 = Lie ( X lr " ， A ), 它有同样的自由生成元并有换位 
运算 [ UV ] = "V - 代数 LOy ) 也是分 次的： 

L ( Q ) = ^ i ( Q)e L 2 ( q ) © L 3 ( q ) ㊉ • • • ， 

其中 

r 〈义1,… ， Xq 〉 F ，^2( g ) = ([ Xt , Xj]|i < j ) p f --- 

利用雅 酊比恒 等式，我们确信 

乙 3(9) = [[ Xi , Xj ], Xk]j i < j t k ^ j y dim L3 ( q ) = ^ (^ 3 — . 

%J 

事实上，有广义维特 ( Witt ) 公式 

dim Lm ( q ) = ^ m ( q ) = (12 ; ) 

dfm 

它十分准确地和公式 （ l 2 ) —致.本质差别只在于 （ I /) 中的 g 是任意自然数，而 （12) 中的 
q 是素数 的琴. 

第3章开头问题2中的项链数也可用此公式表达. 
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§3 伽罗瓦对应 

1. 初步结果 设尸3 P 是 P 上某个不可约多项式 f ( X ) 的分裂域， Aut F/P 
是域 F 的所有使 7；(a) = a, Va € P 的自同构77组成的集合.正如我们从§ 1知道的， 
|AutF/P|<[F:P], 并且如果多项式/的所有根都不相同，则 |AutF/P| = [F:P]. 

定义群 Aut F/P 通常叫做扩张 F/P 的伽罗瓦群， 并记作 GalF/P. 这个术语 
已在包括§1在内的一系列地方用过. 

以后域 P 将假定是完全的，因此， 

|GalF/P| = [F:Pj. 

设// C GalF/P 是伽罗瓦群的任意子群.命 

F H = {a € F|(^(a) = a Vy? € //}. 

因此,是 F 中所有在 // 的作用下保持不动的元素作成的子域.有两个 映射： 

1 ) H^K = F H 是从子群// C Gal F / P 的集合到子域 FdKdP 的集合的 
映射； 

2) K^H = Gal F / K 是从中间子域 FdKdP 的集合到子群 i/ C GaIF/F 
的集合的映射. 

有明显的 性质： 

i ) G = Gal F/P DGiDG 2 => F g * c 

ii ) FDP X D P 2 2 P => Gal F / P x C GalF/P 2 ; 



iv) GalF/F^ D H 对任何子群 HcG. 

我们将暂时把 KDP 理解成域 /> 的任意扩张（不一定是分裂域). 

引理 （ E . 阿廷）设 G 是域尺的有限自同构群且/>== 則 

[K ： P)< |G|. 

证明命 n == |G|. 我们必须证明 K 中任意 m>n 个元素在 P 上是线性相关 
的.设 

G = {(pi = e ， V?2, … ,^n}, Ui ， W2, … e K, TTl > 71. 

由 m 个未知量 ? x m ,n 个线性方程构成的齐次线性方程组 

m 

= 0， 1 < i 彡 n 
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有非平凡解（〜，••• ， am ) 一（()，•••，0).在所有解中取（&，••• ，6 m ) 其#零分量个数是 
最小的.不失一般性可以认为 h # 0,甚至认为卜= 1. 只要证明~ € / f G , Vj ， 这是 
因为相应于 A = e 的第一个关系式将有形状 g = 0. 

j=i 

假定对某个：/,有6, 0 R 在可能的改变记法以后， 我们认为 bj = b 2 .将外 应用 
于方程组，其中 A : 取成使外 ( 62 ) 一 62 . 我们得到 

= 0 , 

J 

或者同样地， 

^2( Pi ( uj )( p k ( bj ) =0, 1 ^ i ^ n . 

j 

这是因为对于固定的 ife , 歸 (i = 1， …， n ) 走遍群 G 的所有元素.因此，（1，外(&2)， 
…， Mbm )) 也是方程组的解.从（1，&2,… ，6 m ) 中减去它,我们得到解 

(0, &2 — ( Pk ( M ， …， b m - < Pk ( bm))y 

它也是非平凡的，这是因为由于外的取法，有 62 - 外(&2) # 0. 然而它的非零分量 
的个数比 ( bub 2 r -, b m ) 的非零分址的个数小,这与后者的选取相违. □ 

定义 扩张 F/P 叫做正规代数扩张， 如果每一个在 F 中至少有一个根的不可 
约多项式/ € P [ X ] 在 F [ X ] 中是线性因子的乘积.换句话说， F 包含每一个元素 
a € F 的极小多项式 / a 的分裂域. 

根据定义，“正规性加可分性”这一性质等价于 P [ X ) 中每一个在 F 中有根的不 
可约多项式是 F [ X ) 中不相同的线性因子的乘积.正规可分代数扩张 FDP 也叫做 
伽罗瓦扩张.若 F 是多项式/ e P [ X \ 的分裂域，则 Gal F/P 也叫做多项式/( X ) 
(或方程 f ( X ) = 0) 在 P 上的伽罗瓦群，并记作 Gal (/). 

定理1扩张 F/P 上的下列条件是等 价的： 

1 ) F 是某个可分多项式 f { X ) 在 P 上的分 裂域； 

2) 对于某个有限群 Gg AutF , P = F G ; 

3) F 是尸的有限维正规可分扩张. 

断言 1) 和 2) 下面的补充也 成立： 

补充 1) •若 F 及 P 和在 1) 中一样，且 G = Gal F / P ， 则尸= 

补充 2 ).若 F 及 P 和在 2) 中一样，则 G = Gal F / P . 

诋明1)=>2).在 1) 中命 G = Gal F / P 且尸 ' =则 P ' 是 F 中包含尸的 
子域. 也很清楚， _ F 是多项式 f ( X ) 在 P ， 上的分裂域，并且 G = Ga \ F / P \ 
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由于/的可分性，我们有 | G | = P 7 ]， 就像 | G | = [F:P) 一样. 但 F 3 P ' 2 

P => [F : P ] = [F : P '][ P ' : P\=^[P' ： P) = \=> P 1 = P. 而这就是 2). 我们也证 
明了对于 G = GalF / P 有 P = F g ， 即补充 1). 

2)=^3). 根据阿廷引理， 


P = [F : P] < |G|, 

因此， F 在 P 上是有限维的.设/是 P [ X ) 中有根 F 的不可约多项式.我们将 
认为 

{n = r,r 2 , ••- ，r m } = {v?(r)|(^ 6 G ) 

是有代表 r 的 G - 轨道. 若矽 € G， 则 {^(ri), ••- ,^(r m )} 是根 n, …， r m 的一个 
重新 排序. 当然， /(r) = 0 => f ( n ) = 0. 这就是说， f ( X ) 被 X 整除，而由于 
r‘(l < i < m) 是不相同的，因此 f ( X ) 被 g ( X ) = f\(X - n ) 整除. 

将环 F [ X ] 的自同构久 — 久 ， a ^ 伽)， aeF ~ 应用于分(X)，贝 ij 

m m 

^ • 9(X) = 11(^- ^(n)) = H(X - ri ) = g{X\ 

»=i t=i 

于是我们看到多项式 g ( X ) 的系数是 G- 不变的.因此 g ( X)s P [ X ], 这是由于 F G = 
但/被假定是在 P 上不可约的，这就是说， 

f ( X ): 9( X ) = f[(X - n ) 

t=i 

是 F [ X ] 中不相同线性因子的乘积，即扩张 F 在/>上是可分的和正规的，这就断定 
了 3). 

3)41) •因为 [ F ： p ]< CX), 所以 F =尸 (n，...，nc)， 其中 n 是 P 上代数元.设 
fi ( X ) 是 n 在/>上的极小多项式.根据条件， APO 是 F [ X ) 中不相同线性因子的 
乘积.由此推出， f ( X ) = Ufi ( X ) 是可分的，而 F 是 f ( X ) 在 P 上的分裂域,因此， 
我们得到 1). 

还需证明补充 2). 我们已看到，在条件 2) 中根据阿廷引理 [F :門< |G|, 而根 
据刚才才证明过的， 条件 3) 成立，因此 iGaJF/PI = [F : P1. 因为 F G =戶4 G C 
Gal F/P 且 |G| ^ [F ： P] = |Gal F/P |, 所以 G = Gal F / P . □ 

2. 基本 的伽罗瓦对应现在我们已经准备好去证明核心的断言. 

定理2 设 F 是域 P 的满足定理 1 中任何一个条件的扩张.设 G = Gal F/P 
是伽罗瓦群 ， r = { i /} 是 G 的子群的集合且乙是尸和尸之间的中间域的集合.则 
映射 


H h F h 、 
K^Gai F/K 
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是 r 到 E 及5：到 r 的双射.此外，这个伽罗瓦对应具有以下 性质： 

i ) Hi D H 2 <==> F Hl c F H2 ; 

ii ) \ H \ = [ F : F h I ( G : H ) = [ F h : P }- 

iii ) U <} G <=^ F H 在 P 上是正 规的. 在后一情形， 

Gal { F H / P ) ^ G / H . 

证明设 G = Gal F / P , H e r •因为 P 所以尸 c 且尺 = 是 F 

中包含 P 的 子域. 这给出映射 r 〜 E •应用定理1，补充 2) 并用//代替 G ， 我们看 
到 Gal F / F h = H y 由此推出断言 ii ) 的第一个部分： ji/j = | GalF / F w | = [ F : F H \. 

现在设夂是 厂和尸 之间的任一子域. 命 If = Gal F / K . 则丑 c G = GalF / P , 
因此 i / 是 G 的 子群. 同样也很清楚， F 是某个可分多项式在 K 上的分裂域，这是 
因为它是 P 上这种域.于是，将定理1，补充 1) 应用于 FRK ， 就得到尺=尸好.我 
们证实了在定理的表述中用 “{” 指出的映射是双射 • 

在本节开始即已看出一个明显性质，即若的3 / f 2 , 则厂的 c F 的. 反之，若 
F Hl C 则的= GalF / F 小 D GalF / F ^ = H 2l 这给出了 i ). ■ 

性质 ii ) 的第一个部分早已看到了.因为 

\ G \ = [F : P ] = [F : F h )[ F h : P ] = [ H ][ F h : P ] 

及 | G | = \ H \[ G : H } y 所以明显有: P ] = [G : //], 而这证明了性质 ii ) 的第二个部 
分. 

最后，.我们来确立性质 iii ) 的正确性.若// € r 且 A ： =尸 H 是对应的子域，则 
对应于共轭子群 ㈣ ， 1 的子域 A ：' 是训 K ) (为了明显起见， G 中作共轭化的^素 
用希腊字母来 记). 这一点立即可以看出，这是因为条件 “ a ；) 等价于 

(矽 O ( x ) =矽( X ),即 % f )( x ) € K \ 由此推出 

H < G <=^ tJj ( K ) = K = F h , V 0€ G . 

假定对每一个元素矽€ G ，有 rp ( K ) = K . 在这种情形，限制0 是域尺在 
P 上的自同构，从而我们得到 g G = GalF / P 到 Gal K / P 的同态矽 — $其像 G 
是尺的自同构且明显有= P ， 于是5 = Gal K / P . ’ 

同态0 — 分的核是使得训^ = 1/ c 的这种元素分€ G 组成的 集合. 伽罗瓦对应 
说明，这个集合就# GslF/K =从因此 g = GalAT / P ^ G / H . 

動 P = F ' 所以根据，理 1,3)， A ： 在 P 上是正 规的. 反之，假定 域尺在 
P 上是正规的，我们考察任意元素 a e A ： 在 P 上的极小多项式厶.则在中， 
/( X ) = (X - a x )(X 一 a2 ) • • • (x - a m ) ，其中 ai = a . 若 e G , 则 / a ( p ( a )) = 0, 由此 
推出对某个_⑷=叫.因此， p ⑷ e K ， 从而 C 和以前_样，这意味着对 
于在伽罗瓦对应中和尺对应的每一个子群 i / 都有 c H . 这就是说， H < G . 
这完成了 iii ) 的证明. n 
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3. 伽罗瓦对应的例证在开始两节中考察过的域 Qix / 2 , v/3) 以及有限域化是 
伽罗瓦理论的序幕.我们来扩充例证材料. 

A) 分圆域 rv 我们来考察和 ^( n ) 次分圆多项式 ( 见 §2) 相联系的正 
规扩张 r n = Q(o，C n = 1，其 ^ n ( X ) 的根是且仅是1的全部 n 次本原根.我们首先 
来证明 

定理3 分圓多项式 MX) 在 Q 上不可约，因此丨 r n: Qj=p(n). 

证明正如我们已经知道的， $ n (X) € Z [ X }. 根据高斯引理，在 Q [ X ] 上的不可 
约性等价于在 Z [ X ] 上的不可约性.假定 

.$ n (X) = g { X ) h ( X ), 

其中 仏 /i € Z[X], 并且次数彡 1 的多项式 /i(X) 在 Z[X] 中（从而也在 Q[X] 中）不 
可约•设 P 是不整除 n 的素数且 h(A) = 0. 因为 g . c . d ( p ， n ) = 1，所以是1的 n 
次本原根. 

若 /i(AP) 一 0•则 g (\ P ) = 0•于是 A 是多项式和 h ( X ) 的根.由于 A 的 
不可约性，我们有 /i(X)|p(XP), 即 

g(Xn = h ( X ) l ( X ), I € Z [ X }. 

我们有 

^ n -l = < P n ( X ) d ( X ) = d ( X ) g ( X ) h ( X ). . 

转向模 p 的同余式，即我们将在 Z P [ X ] 中 进行： 

^ n -I= d ( X ) g ( X ) h ( X ) (*) 

(/PO = aoX m -f aiX— 1 十 .• • e Z [ X ]^> f ( X )^ aoA： m 4- 一 1 + … € F P [ X }) 
类似地， g ( XP ) = h ( X ) l [ X ]. 但是对于任意 / € Z [ X ] y 我们有 

f ( X) p = 00X^4 - aiX ^-^ + • • • = 7 { X p ). 

因此 g(xy = g ( XP ) = h ( X ) l [ X ), 当然由此推出 g.c.d 

根据 （*)， 我们得到 结论: - I 在它自己在 z p 上的分裂域中有重根.但这不 
可能，这是因为（ X" — I)' = nx- 1 且？ i — 0. 因此， g.c.d (A- 一 I， (X n 一 i)，) = L 
所得到的矛盾表明 •• A(A) = 0=^A(AP) = 0, 对每~个素数 pfn . 重复这一论^就得 
知，对于与 n 互素的任意自然数 r, A r 是多项式 h ( X ) 的根.但是1的每一个 n 次本 
原根具有形状 A' g.c.d(r,n) = l. 于是 h ( X ) 被 X - 入， 整除，其中 A ， 是任意 n 次本 
原根. 在这种情形 h ( X ) = 〜 (A：)， 即少 n 不可约. □ 
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设 G = Gair n /Q. 则 a G G => a(0 = C 71 ， 对某个整数 m = m(a)， 并且 
g.c.d (兩⑷， n) = 1，以及 (tr(C)) n = 1•又 

a,r GG=> (ar)(C) = f (t7T ) = a (c (r) ) = 

即 fh ( ar ) = m(a)m(r), 因此 m : G — U ( Z n ) 是域 r n 的伽罗瓦群到模 n 与 n 互素 
的整数作成的乘法群 U ( Z n ) 的同态.这个同态是单射，这是因为 m(a) 的指数由自 
同构 a 模 n 唯一确定，而 a 在 Q(C) 上的作用由在(：上的作用确定.因为根据定理 
3, [r n : Q] = y>(n) = \ U ( Z n )l 所以 G 爸 U ( Z n ). 

我们证明了 

定理 4 分圆域 r n 有同构于17(々）的交换伽罗瓦群. 

如果用任意的一个域 P 来替代 Q， 则一般说来只有嵌入 G y U ( Z n ) 而不是同 
构.群 U ( Z n ) 的结构在第4章中已被研究过.我们补充指出， G 的子群是正规的.因 
此，的每一个子域也都是正规的. 

例 1 分圆域 r 17 = Q(c),c 17 = 1 (其伽罗瓦群 G = Gair 17 /Q = ($|4> 16 = 1) 
是由映射少： C h C 3 生成的循环群）对于构造性数域 ([BA Ij 第5章§ 1) 有直接关 
系.我们选出下面的一串 子群： 

G = G x = (^) dG 2 = 〈伞 2 》 DG 3 = (4> 4 ) DG 4 = ㈣ DG 5 = 1. 

根据定理2,伽罗瓦对应导出子域的升链 

Q = C /*2 C F 3 C F 4 C Fs = F = Q(C)， 

其中 K 根据定义，少 ( c ) = C 3 ，( C ) = . C 3 ‘. 命 ： i = I ：护( 0 ,则 ^> 2 ( zi ) = 

zu^(zi) ^ 21, BP Zi € F 2i zi i F x . 因为 （G : G 2 ) = 2 ,所以 >2 : = 2 ,且 F 2 = 

R ⑹. 类似地， 勿 = 舍 $ 4 i ( C ),2 3 = E 少 8i (0 = r 1 + C ， F 3 = F 2 ( z 2 ), F 4 = F 3 (z 3 ). 

如果找到了复数勿，勿相应 F !, F 2 ,F3 上的极小多项式，并用二次方程 
的根将这些数表达出来，则很清楚，它们是构造性的.而在这种情形，数 （ 也是构造 
性的，它给出了用直尺和圆规画出正十七边形的可能性. 

关于构造性数域，我们再作一些注解.如果从给定的域 

p = Q{Zl,Zir - ，之 m, 芝 m) 

出发，其中 q， 22 ，… , 2m €C , 则复数 z 的 P- 构造性表明 

z^F ^ P(ui, ••- ,Ur), uf 6 P(ui, ••- 1 彡 i 彡 r (1) 
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P 上二次扩张的塔 ⑴明显有次数 [F : P ] = 2^ s ^ r . 因此，当 [ Q ( A ) : Q ] 被奇 
素数整除时，复数 A 不可能是构造性的. 

B ) 正 n 边形. 当 n = p 是素数时，构造正 p 边形等于构造数 （ = cos 2 tt/ P + 
z sin 2 tt / p , C p ' 1 + C p ' 2 + … + 1 = 0, [ Q (0 : Q ] = p - 1. 因此，必要条件归结为对某个 
自然数 s 的等式 p - 1 = 2' 正如在 IB A I ] 第 1 章中看到的，这种费马素数暂时只 
知道总共有5 个： 3,5,17,257, 65537. 

从§2中引入的表示式 [1^ : Qj == ^( n ) 明显看出， ip ( n ) = 2 s 当且仅当数 n 的所 
有奇素因子都是费马素数并且它们在分解式中出现的重复都是 1. 这也是用圆规和 
直尺作正 n 边形的必要条件.这一条件也是充分的.但是关于这个问题，我们就在这 
里 停住. 

C ) 角的三等分. 是否每一个角都可以用圆规和直尺分成三个相等的部分？已 
经断定甚至对于60。的角也不可能做到，即，从点 a = 0,勿=1,办= cos 60° 4- 
isin 60。 = 1/2 + iv /3/2 出发，点 2 = (cos 20 。， sin 20。）不可能被画出.换句话说,应该 
确信，将 cos 20°添加到域 Q (>/=3) = Q ( z u z 2 i z 3 y z ll z2 , z 3 ) (而这是 Q 上2次扩张) 
将使 Q 上的扩张次数/ 2' 

事实上，命 w = cos 20。后,对于= 20。,将三角恒等式 cos = 4 cos 3 y ?—3 cos <^ 
改写成 4 u 3 - 3 w - 1/2 = 0或者同样地改写成 （2 u ) 3 - 3(2 u ) -1 = 0. 但多项式 
X 3 - 3 A ： - 1在 Q 上不可约，因此 [ Q ( u ) : Q ] = 3. 而这证明了所要求的断言. 

D ) 倍 立方. 问题说的是构造体积为2的立方体的边，即数於的可构造性.立 
即得到否定的回答，这是因为多项式 X 3 - 2在 Q 上不可约，因此 ， [Q (^2) : Q ] = 3. 

在 C ) 一 D ) 中，所谈论的已不是伽罗瓦群，而是扩张的次数.我们举两个例子，其 
中可以不太复杂地求出伽罗瓦群. 


例2设 P 是特征为 p > 0的非完全域， a € P \ P ^. 则正如我们知道的，- a 是 
P 上不可约多 项式. 若 F = P(u), a， 则 [F : P] = p . 此外， XP - a = (久- u )' 即 
F 是不可分多项式 - a 在尸上的分裂域.对于 a € Gal F/P, 我们有 (ct(u))p = a, 
因此 a(tx) = TX. 这就是说 (7 = 1, 从而 GalF/P 是单位元群. 

例3设 F = P(t), 其中 t 是 P 上超越元.可以证明 

F = P(u) u = a ， b ， c，de P ， ad-bc_Q. 

ct-\- a 

映射 ^ ^ ^ 是伽罗瓦群 G = GalF/P 的最一般形状下的元素，因此， 

G 兰 PGL(2, P). 

习题 


1.设 P 是特征为0的域， p 是素数， c 是1的 p 次本 原根. 证明 ：在域 P 中没有根的多项式 




§4 伽罗瓦群的计算 



x p -ae P[Xj 在巧 C] 上不可约 - 

2. 求下列多项式的伽罗瓦群： 

a) X 3 - 12X + 8; 

b) X 3 -2X- 2; 

c ) X 3 + X + l ; 

d) X 4 + 4X 2 4 - 2; 

e) X 4 + 3X 3 -3X + 3. 

§4 伽罗瓦群的计算 


1.群 Gal (/) 在多项式/的根上的作用伽罗瓦群可以和根的置换群等同起 
来.设/ € P [ X ] 是次数彡1的多项式且它在分裂域 F = P (0 u ." 人 )中有不相 
同的根 e u …， e n . 最初 E . 伽罗瓦仅仅是考察了多项式/ (或方程 f ( x )= 0 ) 的群 
Gal (/) :他将每一个自同构解释成对称群 S n 的元素.只是在很久以后，理想理论的 
创立者戴德金 （ R . Dedekind ) 发现, Gal (/) 和伽罗瓦群 Gal F / P 等同.现在已经有了 
在电子计算机上计算次数不大的不可约多项式/ € Z [ X ] 的伽罗瓦群的编好了的一 
套程序 （ Maple » V 型). 

一般说来， Gal (/) 是&的真子群.首先，我们来探讨下面的 问题 ： F 3尸中什 
么样的子域对应于子群 Gal (/) C A n ? 其中是交错群. 

定理 1设 P 是特征#2的域，/是中次數为正數的标准多项式，且它在 
分裂域 FDP 中的根氏 都 不相同.设 

△(/)= n ㈧ -〜） 

i<j 

« F 中对应于 Gal (/) n A n 的子城是 P (厶 (/))■ 

证明设 7 T € 义. 首先我们考察环 P [ X lr -, X n l 它的使尸中每一个元素都不 
动的自同构 〜: Xi ^ X ^ { i ) 可以延拓成商域 P ( X 1? ... , X n ) 的自同构，也用叭表 
示.易知，所有这种自同构作成的群和 S n 同构.利用伽罗瓦对应，不难看出，= 
P ( Sl ，… ， S fc )， 其中 Sfc 是 A ，…， X n 的初等对称 函数. 正好， GalP ( X l ? ...， X n )/ 
P(si，- • • ,s n ) = S n . 

命 = U(Xi - Xj ). 已知并容易 验证， ^( A n ) = 若咕 •• Xi h h 

*<i 

是 P [ X ir -，Xnl 到 F 的同态，则 ^(^( A n )) = 7 T ( A (/)) = 土 △(/)， 现在其中的 
7 T € Gal (/) n S „. 

因此，在 Gal (/) ^ Gal F / P 中使子域 P ( A (/)) C F 的元素不动的子群是偶置 
换作成的子群.根据伽罗瓦对应， F / P 中与 Gal (/) HA n 对应的子域将是 P ( A (/)) = 

FGal(/)nAr» • □ 
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从证明中明显看出，对任何置换 tt € Gal (/)， 都有 <△(/)) = 土 △(/)• 因此,多项 
式/的判别式 D ( f ) = A ( f ) 2 在 7 T 的作用下不动，于是 D ( f ) E R 根据定理1，包含 
关系 Gal (/) C 烏 成立当且仅当 ？(△(/)) = P ，即 A ( f ) eP . 于是有 

推论 设 / eP [ Xj 是次数 n > l 的标准多项式， D (/)= n (氏一 6) 2 是 它的判 

i<j 

别式.则 

Gal (/) CA n <=> D [ f ) 是 P 中元素的平方. 

定理 2 (不可约性判别法） 设多项式 / € P [ X ] 的根氏 (i = 1，…， n ) 全部都不 
相同. 则/在 P 上的不可约性等价于 Gal (/) 在{仏，… ，0 n } 上作用的传递性. 

证明传递性的定义见第1章.假定/不可约.由§1中的定理3推出对无论 
怎样的 i _么存在同构 P(9i)/P - P(0j)/P. 因为 F P (仏, •••，0 n ) 既是多项式 
f ( X ) = n(X -心）在 P(0i) ±, 也是在 P(0j) 上的分裂域，所以根据分裂域的构造, 

这一同构可以被延拓成扩张 F D P 的自同构 a . 这就是说 ， a € Gal F/P = Gal (/) 且 
a ( 氏 ）= 士•，即 Gal (/) 是传 递的. 

反之,假定 Gal (/) 在根上的作用是传递的.设在分解式 f ( X ) = 9 ( X ) h ( X ) 
9( X ) 是次数为正数的不可约因式.若对某个 i 有 9 (0 { ) = 0,而&是多项式/的任意 
一个别的根且对某个 a € Gal (/) 有 a ⑹ =〜则 g ⑹= 0 => 0 == g ( ffj ). 
这证明了多项式/的每一个根都是它的因式9的根，因此/ = 9不可约. □ 

例1正如在 [BA I ]第5章§ 2中所指出的，不完全三次方程 /( re ) = x 3 + ax-hb = 
0的判别式是 D (/) = -4 a 3 - 276 2 .设/在基域 Q 中没有根，即/是不可约的也是 
可分的.多项式 fi ( X ) = X 3 - X - 1及 f 2 ( X ) = X 3 - 3 X + 1就是这样的多项式， 
它们的判别式是 D { fi ) = -23, D (/ 2 ) = 81 = 9 2 .由定理1,2推出 Gal ( A ) 白5 3 ,而 
Gal (/ 2 ) ^ ^ 3 - 

例 2 Q 上不可约多项式 f ( X ) = X 3 - 2有实根 a =^2. 然而它的分裂域将是 

F = Q(q,£) = wa 2 》Q = 

这里 

e 2 + e + 1 = 0， 6 = a - he , g (0) = 0, g { X ) = X 6 -h 3 X 5 - f - 6 X 4 + 3 X 3 + 9 X + 9. 

伽罗瓦群的结构相当明显： 

G = Gal F/Q = ( a , r |<7 3 = e = r 2 , tgt = o 2 ) = Ss , 

其中 

a ( e ) = e , < r ( a ) = ea , cr ( ea ) = £ 2 a , r ( a ) = a , r ( e ) = e 2 . 

在每一个子群 H C G 的下面，我们全部写出在伽罗瓦对应下和它对应的不动元 
子域: 
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G 


(r> 

<(7T 》 

{<r 2 r) 

{e} 

Q 

Q ⑷ 

Q ⑷ 

Q(P a ) 

Q ㈣ 

F 


于是忙〉= GalF / Q ( e ),( r ) = GalF / Q ( a ), ( trr ) = GalF / Q ( e 2 a ), ( a 2 r > = 
GalF / Q ( ea ). 因为⑷ < G ， 所以 Q ⑷在 Q 上正规且 GalQ ( e)/Q ^ G /( a ) ^ Z 2 . 


2. 素数次多项 式及棄 数次群具体的多项式/ € P [ X ] 的伽罗瓦群的计算一般 
是一件相当困难的事情，甚至 P = Q 时也是如此.它吸引了众多数学家的注意.我 
们注意到 I . 舒尔的两个结果 （1931 年)： 


f ( X ) = Y , ^/ m \ Gal (/)= 


f A ni 

(Sn, 


若 n s 0( mod 4); 
若 n _ 0( mod 4). 


设 H n ( X ) 是第 n 个埃尔米特多项式（见 [BA II ]) •命 H 2 n ( X ) = K ^\ x 2 ), H 2 n + l ( X ) 
= XK { n l \ x 2 l 则当 n > 12 时，有同构 Gal ( K ( n j \ X )) ^ S n J = 0,1. 基域是 Q . 

以后，对称群将不止一次地出现，因此我们引人和它们有关的两个简单的断言， 
它们发展了 [BA Ij 第4章§3中的习题 10. 


命题1含有一个对换和一个长度为 n - 1的循环置换的 n 次可迁置换群是对 
称群. 

证明设 （12 … n -1) 是给定的 n -1 循环 置换. 由于群是可迁的，对换 （ ij ) 
可以变成 ( An ), 其中是符号1到 n - l 中的一个.用循环置换 （12 ••• n - 1) 及 
其幂来共轭 ( kn ) 就得到对换 （1 n ),(2 n ), … ，( n - l , n ), 而它们生成了 S n . □ 

命题2设 p 是素数. 若 G Q S p , 且 G 含有 p 阶元素及一个对换，则 G = 

证明根据条件， G 含有 p 循环置换 。= (iiia • - - ip ), 其中，&}= 
{1 ，V • •， p }. 经过适当地排序后,我们认为 （1 2) e G . 因为对某个 s 有 V = (1 2…川， 
所以认为一开始时就是 a = (1 2-.. p ), (1 2) € G . 那么 G 含有 a(l 2)(7* 1 = (2 3), 
a (2 3) a ^ = (3 4)， …， - 2 ,p - l )^ 1 = (p - l ， p ). 然而 <(1 2)，(2 3 )，... ， (p - 1， 
p )〉= *5 P . □ 

定理 3 设/是 Q 上素数 p 次不可约多项式.假定/在 C 中恰好有两个非实 
的根，则 Gal (/) = S p . 

证明命 

p 

f ( X ) = l[(X - Oi ), F = Q (0 1 ,...,0 p ) cC . 


因为 


F DQ {6 i ), [Q (汐 i ) : Q ] = deg / = p y 
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所以次数 | Gal (/)| = [[ Qj 被 p 整除.根据西罗定理（见第2章§2)， GaJ (/) 含有 p 
阶元素.域 C 的共轭自同构2 ㈠ 5延拓到 C [ X ] 后将/变成自己，因此，它对多项式 
/的根久作了一个置换. 

设 e u e 2 是非实的根，则根据定理的条件,0 2 =扎且当 i > 2时，艮=氏.我们得 
到 结论: 共轭自同构在 F 上的限制是 Gal (/) 中的元素，因此就是对换.于是 Gal (/) 
含有 P 阶元素和对换.剩下的只要应用命题 2. □ 

定理 4 (布饶尔 （ R . Brauer )) 对于任何素数 p ， 可以构造随便多少个其伽罗 
瓦群是 S p 的 p 次不可约多项式. 

证明设爪;〜，… , n fc - 2 是偶数， m 是正数， n ! < n 2 〈… < rik - 2 , 而 fc > 3 是 
奇数.考察有实根 ， ru _ 2 的多项式 

g ( X ) = ( X 2 + m ) ( X - m)(x - n 2 ) …（X - n fc . 2 ). 

y = g ( x ) 的图像有 （ fc -3)/2 个相对极大值，而因为对于任意奇数 / i 有 | 以 ft )| > 2, 
所以很清楚，这些相对极大值都 > 2. 这意味着 y = /(4 = 〆 :*:) - 2的图像在和 
n k - 2 之间有 ( A : - 3)/2 个正的相对极大值.因此， f ( X ) 在区间 ( m , n fc - 2 ) 中有- 3 
个实根.因为 /( n fc . 2 ) = -2 且对任何 M > 0,当自然数 7 V 充分大时有 f ( N ) > M , 
所以也存在 实根〉 n fc _ 2 . 我们得到多项式 f ( X ) 的 A : - 2个实根.若 

k 

/( X ) = l[(X - 0 i ) = ( A * 2 + m ) (JV 一 ni) … （X 一 n fc _ 2 ) - 2, 
i=i 

则比较系数，将有 

k k -2 

= Yl nii ^2 ~ n * n 9 ■♦- m - 

i=l (=1 i<j l<q 

因此， 2 

-2^^ = 5^ n z 2 -2 m . 
i \ i / i<j l 

若取 m 充分大，则 E # < 0, 这意味着存在非实的根.在 h < R 的情形将有 

r ^ e u 从而我们至少有&个非实的根，而根据构造，这些根恰好有两个.现在我们 
看到 

f { X ) = X k -^ a x X k - 1 + …+ 叫 ， ai G 2 Z . 

因为 g ( X ) 的常数项被 4 整除，所以 f ( X ) 的常数项被2整除但不被4整除.由艾森 
斯坦判别法，将素数2用于/时推出/在 Q 上不可约. 因此， 定理2的条件对每一 
个素数 p = k ^ b 都被满足.当 p = 2 和 p = 3 时，见例子. 口 




§4 伽罗瓦群的计算 


•193 


3. 以模 p 简化的方法计算 Gal(/)(/eZpD 的重要辅助方法是以模 p 简化， 
其中 P 将走遍不相同的素数.多项式/的系数的简化导致自然同态 Z[X] — Z P IXJ . 
我们将多项式 /( X ) 在这个同态下的像写成 f p ( X ). 因为判别式 D ( f ) 是系数在 Z 中 
的多项式函数（来自/的系数)，所以 D ( f ) € Z 且 D ( f p ) = D(/) p .若 D(/ p ) / 0,则 
D ( f )^ 0,从而两个多项式/， / p (次数相同）各自的根都不相同.在这种情形有 

定理5 (戴德金）设/ € Z[X ] 是 n 次标准多项式， p 是素数， D(/ p ) # 0.设 
f p ( X ) 分解成 Z p 上 m,n 2 ,... , nr ( Eni = n ) 次不可约因式的乘积. 

则伽罗瓦群 Gal(/) 含有作用^多项式/的根的集合上的置换，这个置换在将 
根作适当的排序后有下列循环结构 

(1，2，... ,ni)(ni + ,ni -f n 2 )(ni + n 2 + 1， • •.，m + n 2 + n 3 ) •. • 


为了证明这个重要的定理将先作出一些辅助性的断言.我们从关于特征标的线 
性无关性的经典结果开始.设//是么半群， K 是域.//到 K 的特征标 x (或么半群 
H 的 /C- 特征标)是指同态 HW (X ⑴=1, X(ab) = X⑷劇. 

引理1 (关于无关性的戴徳金-阿廷引理） 么半群 H 到城 K 的不相同的特征 
标 X!，X 2 , …， Xn 在尺上线性无关，即 

ciiXiW = 0 ， o>i € K 、 V/i 6 // ai = 0, 1 彡 i 彡 n. 

i 

证明对 n 用归纳法.若 n = 1， 则结果是明显的,这是因为 a X (h) = 0，a # 0意 
味着对任意 /i e = 0,然而这时根据条件, x(l) = 1. 

现在设 n > 1,并设已对 n - 1确立了无关性.我们认为所有的叫一 0,否则用 
归纳假定就行了.因为 Xl _ X2, 所以对某个 h ， eH 有 Xl (/0 一 X 2 ( h f ). 我们在假定 
的线性相关性式中用 /i'/i 代替 /i. 这就导致关系式 

a 2 X 2( h ') X 2{ h ) + • •• + dnXnih ^ Xnih ) = 0. 


另一方面，用XI(^)乘原来的式于,我们将有 


aiXi(/Oxi ⑻ + a 2 X\(h f )X2{h) + …+ a„xi(/OXn(ft) = 0. 
从第一个式子中减去后一个式子，我们得到 

a ’2X2(ft) + …+ a^XnW = 0, 


其中 


= a »( Xi (^) - Xi ( 九 '))， 2彡 i 彡 n . 

因为站= a 2 ( X 2 ( h f ) - Xi (/0) 一 0,所以与归纳假定矛盾. 


□ 
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推论 1设 k u k 2 是两个域，且 m，..、Vn 是不相同的单同态 K Y ^ k 2 . 则它 
们在 k 2 上线性无关. 

证明将 W 限制在 W 上并命// = □ 

推论 2( 阿廷定理） 设 G 是域 F 的有 限自 同构群.则 F 是在 G 的作用下不 
动的元素组成的子域 P 的伽罗瓦扩张且 Gal F/P = G . □ 

下面的引理2是定理5的证明的基础. 

引理2 设 / € Z [ X ] ^ n 次标准多项式， F 是它在 ( Q 上的分裂城 ， p 是使 
D (/ p ) ^ 0 的素数，即 / p 在它自 己在 Z p 上的分裂域 F ( p ) 中的根不 相同. 设 LAF 
的子环，它由多项式/的根生成.则 

a ) 存在同态# : 1 — F ( p )； 

b ) 任意一个这样的同态确立了多项式/在 F 中的根的集合到 / P 在 F (p) 中 
的根的集合&的一个 双射； 

c ) 若也# 是两个这样的同态，则 < = 其中 aeGalF / Q . 

证明根据条件， n 

F = Q (0 1> ..., d n ), /( X )= fi (X - 氏）在 中. 根据定义， [= Z 叭 ，…， 

i=l 

•命 

E < ••奇 

O ^ ki ^ n-l 

是元素 

外…砣 ' oOWn-l 

的 z 线性组合的集合.因为 f (0 i ) = 0,所以盱是1，軋 吟，… 尤- 1 的 Z 线性组合. 
因此 ， W C I /，并且对于任何正指数 h ，…，心，根据迭代，有外…呛 L ' C Z /. 这 
就是说， L ' 是 L 的子域，根据定义，它含有 fh 、 …、 0 n 、 因此它和 L 相等. 

这表明 L 是有限生成 Z - 模.因为 charF = 0, 所以挠 TorL 等于零，从而 L 是 
有基 （ tii ， …， w m ) 的有限秩自由模： Z / = Zixi ㊉ … ㊉ Zu m . 

我们断言，（叫）是扩张 F / Q 的基，因此 [ F : Q } = m . 元素〜在 Q 上的线性无关 
性是显然的，这是因为叫之间的非平凡 Q ••线性相关性导致（当用某个整数来乘时) 
非平凡的 Z - 线性相关性，而事实上这是不存在的.现在我们考察 F 中包含 Q 的子 
环 QL = 〜由尸的代数性推出 QL 是 F 的子域（见§ 1中定理2的推论).因 

为它包 含命有 久，1 < i < n ， 所以 QL = K 于是（叫）是 F / Q 的基. 

我们来考察环 L 的理想 pL = g Z ( pui ). 显然， \ L / pL \ = p ^. 因为商环 L/pL 

是有限环，所以显然它有 M / pL 这森 i 状的极大真理想，其中 M 是 L 中包含 P L 
的极大 理想. 在这种情形， L / M 是域，它是环 L / pL 的同态像，这是因为根据同构 
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定理（见第4章）当中的一个，我们有 { L / pL )/( M / pL ) ^ L / M . 由构造明显看出， 
char L/M = P ，且 Z p 是 L / M 的素子域，而 \ L / M \= p m \ 其中 m' 彡 m. 

a) 自然同态 t/ : L — L/M 将 Z 映到素域 Z p (或者如果乐意的话，到 F p ) 
上，而因为 L = Z[0!,... ,6 n \ 并且在 L [ X \ 中有 f ( X ) = f \( X - Oil 所以 L/M = 

i=l 

，… ,5n], 其中艮 = u (0 i ) = 込 +M •又，由 / e Z [ X ] 推出多项式 J ( X ) = f [( X - 

Oi ) 的系数属于 z p 且 J ( X ) = f p ( X ). 因此， L/M 是 f p ( X ) 在 Z p 上的分裂从而 
我们有同构 /i ： L/M F (p) . 于是，我们得到所需要的满同态 = F {p) . 

b) 设0是在 a) 中所确立的那种 同态. 则限制训 z 将是 Z 到的素子域 
上的同态，々⑴= 1 f ( p ) , 于是训 z 是 Z 到 Z p 上的自然 同态. 在这种情形， f p ( X ) = 
Mf ( x )) ：= mx- 佩)). 因此， m ) 是多项式 / P (X) 在 F( p ) 中的根且训 n 是/? 

到仏上的双 1 射. 

c) 我们固定一个同态 rP ： L -^ F (p) . 设 a e G = GalF/Q. 则 a 对久作了一个 

置换，因此 a 将 L 映入自身.又， a| L 是 L 到 L 的同态（实际上是自同构)，而矽 oa 
是 L 到/ ^( p ) 的同态.不相同的 a，〆 € G 给 出根久 的不相同的置换，而由 于別/ ?是 
到戽上的双射，4。^和爹。〆不 相同. 若 G = {q ，… ，a m }， 则我们用这种方法得 
到 m = : Q] 个不相同的同态 rpj = xpodj . 

我们断言,再也没有其它的同态.事实上，设 0 m+1 和％ 不相同，1 < j < m. 将 
引理1应用于 L 的乘法幺半群//及域= F( p )， 可知，包括 rp m+l 在内的所有的 
也在 F ⑻上线性无关.另一方面，我们来考察方程组 


X] X 冰 i ⑷ ） = 0, 1 o 彡 


因为未知砧々比方程多，所以系数 7 Pi ( Uj ) e F ip) 的这个齐次线性方程组有非 

平凡解⑷，… , a m + i ), a * G F ( p) . 现在设 j / € I /•则 j / = Yl n j u j^ n j € Z , 且 

j 

^Piiy) = y^nJ^i(uj), fij = rij +pZ; 

J 

^2aii>i{y) = Y^nj ([〜 也 (〜)) = ⑼ = 0 . 


这和叭的无关性矛盾，从而完成了 C ) 的证明. 口 

最后，我们已准备好了来给出 

定理 5 的证明因为 F ( p ) 是有，个元素的域，所以映射 n : a ^ a ^ aeF {p) 
是自同构. 若吣 •• L — F 、 p 、 是任意同态，则 7 TO 0 也是同态.相应地我们有唯一的元 
素 a = a ( t /;)€ Gal (/)， 使得 


it o rp = x /； o a(7p). 
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自同构 a = a (7 P ) 叫做对应于矽的 F / Q 上弗罗贝尼乌斯 t 自同构. 

如果我们将0及 a 限制在上并且利用0是 R 到 ftp 上的双射这一事实，则 
得到关系式 a = ^ l onorp . 这意味着堺上关于 ㈨ 的轨道利用矽- 1 被映射到 A 
上关于 〈 a 〉 的轨道. 

但是 ftp 上关于 〈 tt 〉 的轨道是多项式 / p e Z P [ X ] 的不可约因式的根的集合.若 
ni,---,n r 是这些多项式的次数，则上关于 <a 〉 的轨道的势将是 m … n r ， 因此， 
cr 作为 ft 上的置换在对根作适当排序后有循环分解 


(1 2---m)(ni -f -f n 2 )--* . □ 

例 3 设 f ( X ) = X 6 + 22X 5 + 21X 4 + 12X 3 - 37X 2 - 29X - 15. 首先我们模 2 
进行化简以得到 

f 2 { X ) = X 6 + X 4 + X 2 + X + 1. 

被次数 < 3的不可约多项式 X 2 + X + l , X 3 + X 2 -f 1, X 3 + X + 1 整除是不可能的， 
因此 / 2 ( X ) 是不可约的.从而 Gal (/) 含有6•循环.于是 Gal (/) 是可迁的.又 

/ 3 (X) = X(X 5 + X 4 -X + 1), 

并且X 5 +尤 4 - X + 1模3是不可 约的. 于是 Gal(/) 含有5-循环.最后 

MX) = X[X- 1)(X4- 1)(X 4- 2) (X 2 + 2) 

及X 2 + 2模5是不可 约的. 因此 Gal(/) 含有2-循环.根据命题1,我们得到 结论: 
Gal(/) S S b . 


为了在定理 5 的基础上构造次数 n > 3的多项式/ e Z [ A ：] 使 Gal (/) 兰&，我 
们首先取模 2 不可约的 n 次多项式 u € Z [ Xj ; 然后取模3分解成一个 n - 1次不可 
约多项式和一个线性因式之积的多项式 v € z[xy } 最后，我们取模5分解成一个2 
次不可约因式和一个或若干个奇数次不可约因式之积的多项式 w e Z [ X ]. 所有这些 
都是可能的，这是因为模任何紊数，总存在有事先任意给定次数的不可约多项式. 
最后，我们取多项式/使满足条件 


/ = u ( mod 2), / = v ( mod 3), / = ti ;( mod 5). 


只要命 

/ = — 15 tx + lOv + 6 w 
就可以了（所有多项式都是标准的). 

这时群 Ga 】(/) 将是可迁的 （/ 模2不可约)，含有 （1 2. ..n - 1) 这种类型的一 
个循环置换并含有一个对换和长度为奇数的不相交轮换的积.若后面这一个乘积取 
适当的奇次幂，则得到纯对换.由命题1，我们得到 Gal (/) ^ 5 n . 

在本节第 2 目中一开始就提到过的 I . 舒尔关于同 构于& 的伽罗瓦群的具体多 
项式的结果并不会使定理5逊色 • 以它为基础的计算用于别的情况. 




§4 伽罗瓦群的计算 


. 197 • 


4. 正规基设 F 是 P 上任意伽罗瓦扩张，且 GalF/F = G = {^|1 ^ i ^ 
n},n = [F : P ]. 如果 2 € F 且 {2i,2 ： 2i ••- ,2 m } = Gz 是在 G 作用下的轨道，则 2 在 
P 上的极小多项式将是 f[(X - Zi ). 因此， 2 是本原元素当且仅当 m = | Gz | = n .更 

强的 性质： 元素 m ( z ), V 2( z \"-， Vn ( z ) 不仅不相同，而且在 P 上线性无关.如果是这 
样，则 ㈣ ⑷，… JnW ) 是 F / P 的基，它叫做给定扩张的正规基.正规基的存在性 
的证明基于下面的判别法. 


命题3设 K / P 是有限维可分扩张， L / P 是它的正规闭包，则 
1) 单同态 K/P — L / P 的个數等于 n = 


2) 若 1 =化，7/2, 
基当且仅当 


,Vu 是这些单同态，則 { U !, U 2 ,... , U n }{Ui e / C ) 是 KjP 的 


U \ 

ti 2 

Un 

V 2 ( u i ) 


… V 2 ( U n ) 

VnM 

VnM 

…” nK ) 


/O 


证明 1) 设 G = Gal L/P, 并设 H C G 是将 A： 固定的子群.则 n = [/C : P]= 
(G : H ), 并且我们可以写出分解成左陪集的分解式 G = 0 1 //U".U0 n i/(0 1 = 1). 
命仏=久 k, 则％ 是单同态嵌人 KjP 一 L/P 且当 i / /时，％ 一化、事实上，若 
% W 则 er 1 ( e 3 ( u )) = u, Vu € K . 在这种情形， e ； l 0 j G //,与假定相违. 

现在设 r; 是任意单同态 K / P ^ L/P. 因为 i 是某一个多项式/ e 尸闪在 P 
上的分裂域，所以1将是这个多项式在 K 上的分裂域，也是在 77(/0 上的分裂域•因 
此（根据分裂域同构定理)，同构7? •• K — V ( K ) 可以延拓成扩张 L/P 的自同构0.换 
句话说,0 € Gal L / P , 从而0 = 0,/i 对某个 fie H . 但这时 r? = = %即 

W = 1, • • • , %是单同态 K / P ^ L/P 的全部. 

2) 假定有元素 u a ,..., u n € A： 的一个非平凡线性相关式 ^ a iUi = 0,叫€ R 则 

当应用％后，我们 得到： 齐次线性方程组 • * 


^2vj{ui)xi = 0 ， I ^n, 

i=l 

有非零解 ( ai , •• - , a n ), 这意味着 det ( r 7 j ( ui )) = 0. 

反之，假定 detirjjim )) = 0. 在这种情形，齐次线性方程组 E 化(叫)巧=0,1 ^ 

5 n 有非零解 （ ai ，… ， an ), ai e L . 而这意味着（〜•••，〜）不^尺 的基： 若任意 
元素 ueK 写成 ' ZdUi 的形状 ， Ci e P ， 且 


^2 a jVj(u) = e 





□ 


则这和单同态 mn n 的线性无关性（戴德金-阿廷引理推论 1) 矛盾. 

命题4 p 为有限域时，伽罗瓦扩张 i / P 有正规基. 

证明在有限域 P 的情形，扩张 L / P 将是循环的，且 

G = Gal L/P =(<7> = {l,a,a 2 ,...,(7 m - 1 }, 

其中 m = [L :鬥.我们将 a 解释琪尸上 L 的线性变换,这是因为 

(t(u -hv) = a(u) -f- (j{v), a(au) = acr(u), a € P. 

大家知道，由线性变换确定的 P [ X 卜模是具有零化子的循环子空间的直和，这些零化 
子是不变因子 (^( x )，." ， d n (；0, 其中 d s ( X ) 是线性变换的极小多项式（所有不变因 
子的乘积是特征多项式).整个 PIXj - 模是循环的当且仅当特征多项式和极小多项式 
一致，即极小多项式的次数和整个空间的维数一致. 

对于 a 的情形，事情正是这样.因为 am = 1,所 A - - 1是特征多项式.另一方 
面，若 

/(X) = X k -h aiX k ~ l + • • • -f- a.fc, a, 6 P y k < m ， 

则 /( a ) / 0,这是因为自同构 l ， a ，... ，一不相同，从而在 L 上线性无关，尤其是在 
P 上线性无关. 

l 是循环的（作为 p [ x )- m ) 这一事实意味着 vp 有 ⑻，… ，，-%))这 
种形状的基.而这就是 L / P 的正规基. □ 

定义设 K，L 是两个域.一组单同态771，％，… , T ) n : K^L 叫做在 L 上代数 

无关的，如果 


/ € L[X\r - - ,X n ], /( 巧 1 ⑷， … ,r)n(u)) = 0 Vu € K - =» / = 0. 

命题 5 设 P 是无限域， K 是尸上有限维可分扩张， L 是扩张 K/P 的正规闭 
包•设 rn ，...， Wn 是 [K : 个不相同的单同态 KjP^LjP 肩 rn 在 L 上代数 
无关. 


证明假定对某个/ €肌，…人1有 /( m ( U )， …，” n ( ti )) = 0, Vti e A ： •设 
(叫）是 K / P 的基，则对任意选取的 ai e P ， 我们有 


H? 


a t Ui 




如果命 


g(X u … ， X n ) = f ■“… ， Ylr] n (ui)X t ^ , 



则分⑷,…， a„) = 0对任意 a € R 设 (vi, ^2, - - - , v n ) 是 L/P 的基，则可以写成 

m 

夕(义1，…，久 n) = yX n ) Vj y 

j=l 

其中 gj ( Xi , ••- , X n ) e P [ Xi , - nl. 条件 ^(ai, ••- ,a„) = 0 可表示成 9j ( ai ,-- , 
a n ) = 0,V i . 因为这对所有 ai eP 成立，所以由多项式函数和无限域上多项式之间 
的对应推出 gj ( X u …，; GO = 0,于是 g ( X u - ••,X n )=0. 

基于命题3, det ㈨ (叫 )） 一 0,因此矩阵 ( Vj ( ui )) 有逆 （⑼） e M n ( L ). 这就是说 

9 I ^2v\jVj{^k)X kr -- ^Vnjrjjiu^Xk I = /(Xi,... f X n ). . 

\ i，k j t k ) 

所以 p(X 1 ,...,X n ) = 0=> f ( X u … ,X n ) = 0. 这就证明了 Vi 在 L 上的代数无关 
性. 

□ 

我们已经走近核心结果了. 

定理 6 ，任意有限维伽罗瓦扩张 L/P 有正规基. 

证明 基于命题4,域 P 可以认为是限的.正如命题5指出的，扩张 L/ 尸的自 
同构 rji ， …， r? n 在乙上代数无关 • 

我们也看到过，若 ix € L， 则 

(% ⑻，. • • iVn(u)) 是基仁》 det(Tjii7j(u)) ^ 0. 

命 ■ = 仏⑺ .则 j H i ( j ) 是作用在集合 {1,2,. ..,71} 上的一个 置换. 现在我们 
来考察多项式代数 L [ X u -- } X n ] 及矩阵久= ( 0^) .我们断言 detx ^ 0. 为此， 
我们选取特殊的:= 1，々= 0，i > 1. 因为置换 j ^ i ( j ) 对于不相同的 i 是不 
相同的，所以 A 在矩阵X的每一行及每一列中出现一次而且只出现一次.于是 
detX(xi = 1,^ = 0，i > 1) = 土1.尤其是 det A ■一 0对任何 X. 

基于爪在 L 上的代数无关性， 存在 u G L 使 det((r^) ⑷）一 0. 在这种情形， 
(仍⑻,… jVn ( u )) 是正规基. □ 

用表示论的语言来说，关于正规基的定理断言是伽罗瓦群在域 L 的加法群上 
(在向讀空间上）的表示是正 则的. 也可以说， L 是群环 P [ G ] 上维数为1的自由模. 
这样的结果可以看作是数的代数理论的非常精细的研究的第一步.就是说，设 L 是 
数域（域 Q 的有限扩张)， Or 是 L 中代数整数的环.要弄清久作为 Z[Gj- 模的结构 
是一个困难的任务. 

看来，关于正规基的定理使伽罗瓦理论的群论部分 失色： 正则表示并不是非常 
有意思的.但是也应该注意到域的乘法结构以及这样一种情形，即伽罗瓦群当作原 
来多项式的根的置换群，而这个作用可以有本原性、多重传递性等性质. 
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习题 

1. 求扩张 f 8 / f 2 的正规基.为确定起见，我们认为 f 8 = ¥ 2 ( eie 3 + ^ + i = o . 

2. 求扩张 Q(v/2, V3)/Q 的正规基. 

§5 伽罗瓦扩张及相近的问题 

1. 算术级数中的素数由§2中分圆多项式的定义，现在我们得到以引理的形 
式表述的两个简单的断言. 

引理 1设 a #0是整数， n 是不被素数 p 整除的自然数.則 

P \^ n ( a ) M {a 在％ 中有周期 n } 

(等价地: a n s 1 ( modp ), a m ^ l ( modp)，Vm < n ). 

■ 

证明我们考察分解式 

X n -l=^> n (X) J ] W) € Z；[X). (*) 

d | n ,< i<n 

1) 若在中叭⑷ = 0,则根据 （*), 在中有 # 一 1 = 0 . 若此外对某个 
m | n，m < ri 还有 <!> m ( a ) = 0,则 X n -1 = (X^a) 2 f(X). 但是微商 （ P - 1 )' = nV 1 
和- 1互素，这是因为在 Z p 中 n # 0. 因此；- 1没有重根.这意味着 a 不可 
能是多项式 - 1的根，其中 m < n , m | n , 这是因为 X m - I = [] 少 d ( X ) .这 

d \ m t d<n 

就是说， a 有周期 n . 

2) 反之，现在设 a 在％中有周期 n . 若对某个 rf | n，d < n 有 ^ d ( a ) = 0,则正如 

我们在 1) 中已经看到过，在 Z p •中有 V = 1. 矛盾.只剩下叭⑷= 0 ( 即 p |^ n ( a )) 
这一种可能性. 口 

引理 2设 n € Z ， p 是不整除 n 的素數.则 

对某个 a € Z ， ^ n ( a ) = 0( modp ) <=> p = l ( modn ). 

证明根据引理1，^⑷三 0( modp ) =» a - = l ( modp ), 并且 n 是元素 a 的周 
期.但这时 n < p — 1，这是因为恒有 a p _1 三 l ( modp ), 且 n|(p — 1)，即 p 三 l ( modn ). 

反之， 若 PE l ( modn )， 则基于％的循环性，存在 a e Z , 它在％中的周期是 
n . 重新又根据引理1,我们有〜⑷三 0( modp ). □ 

定理 1 (狄利克雷定理的特殊情形）在算术级数 An + l , A =1,2，" •，中存在无 
限多个素数. 
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证明事实上，对于任何一个固定的 n > 1，我们有 

^> n ( a ) = a m + aia m 1 + • •. + a m -ia + 1， m = ( p ( n ). 

假定只存在素数的有限集 A / = 使得对所有充分大的自然数 a 有 $ n ( a ) 

三 0(modp‘)，i = i(a). 然而对 a = (P 1 P 2 … P ， ) N ， N 》 0, 将有 $ n (a) = l(mod 内 )，1 < 
i ^ s . 矛盾. 

于是，存在无限多个素数 p 使得当适当地选取自然数 a = a p 时，有= 
0( modp ). 根据引理2,我们得到 p 三 l ( modn ) 对每一个这样的素数 p . 

2- 伽罗瓦群为交换群的扩张一个扩张叫做是循环的，交换的，可解的，是指 

当相应的伽罗瓦群是循环的，交换的或可解的.具有给定阶的有限交换群一般说是 
相当多的，因此，从伽罗瓦理论的角度来看一看它们是有意思的. 


定理 2 设>1是任意有限交换群.则存在正规扩张 F / Q , 其伽罗瓦群 


GalF / Q ^ y 4. 

证明根据有限交换群的结构的基本定理（第2章§3定理 10), 

A = A\ x 乂 2 x ••• x Aky 

其中4 = 〈七》 是阶循环群 ，I ^ j ^ k , 并且 mi | m 2 , ••- 整数•叫 
做群 Z 的不变因子.显然， 

\A\ = mi m2 •••mfc. 

根据定理1，存在两两不相同的素数 


Pi » P2 ,-** ,Pk (Pi ^ Pj 即使 mi = rrij ) 


使 

巧 -1 = rij-rrij. 

现在我们考察相应于整数 n = p lP 2 -- p k 的分圆域 r n = Q (0, C n = 1,于是 

[r n : Q] = (f(n) = (p(pi)tp(p2) • • - (p(pk) 

=(Pi — 1)( P 2 一 1) • • • ( p/t — 1) = nimin 2 m 2 - - - nkmk . 

我们看到，若尸 2 是域 F 的两个子域,则含有 R 和巧 的最小子域记作巧•巧 
并叫做域6，巧的合成.又 


r s n r t = q 当 g . c.d ( 5 , o = i ， 且 r a r t = r 9t . 
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在我们的情形， 

r n = r pi - Yp^ • - • r pfc , 

其中 

r P . = Q(0), 0 = .. 勿 〜 Pfc ， c ^ = L 

现在显然有 

{Gair Pi /Q}n|nGair Pi /Ql = (i). 


Wi J 

因此， 



Gal r n /Q = Gal r pi /Q x … x Gal r Pfc /Q = ⑻ x … x ⑹:= G ， 

a j : 0 ^ 〈 a 】》 =Z 二 •， \(aj)\ = n ， mj;' 

a i : Ct •— Cj , j . 

群 G 含有子群 

其阶为 rn -.- rifc . 显然， i /< G , 并且商群 

G/H = (ai) x • • • x (a k ), Oj = (O 

(它是阶为 mu … ， m fc 的循环群的直积）和 >1 同构. 若现在 F = rf 是 r „ 中//-不 
变元（在//作用下不动的元素）作成的子域，则基于伽罗瓦对应，有 

G^IF/Q^G/H ^ A. □ 

3. 范数与迹设 F / P 是伽罗瓦扩张， 

G = GalF / P = ( r]i = I ,%,- - , ry n ). 

对于 ueF y 我们命 

T piv) = Y^Vi(y>), Nf(u) = f[rn{u) 

*•=1 i=l 

并把它们相应地叫做元素 u 在 F / P 中的迹和范数.显然,它们关于 G 是不动的，从 
而它们在 P 中.因此，我们有 F 到 P 的映射 


Tp : u ► Tp (u), Np : u >-* Np(u). 




对于 u，v € F,a e P ， 我们有 
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Tf ( u - hv ) = y ^ ^ j ( u - hv ) = ^ r / i ( u ) - i - Vi ( v ) = Tp ( u )- hTp ( v ), 
i i i 

T ^( au ) = Y ^ Vii ^ u ) = aY ^ Vi ( u ) = a - Tf ( u ), 

i i 

Nf —)=]\ vi ( uv )= ⑻ ri 7 ^)= N p^y n p ( v )^ 

i i t 

N^(au) = Yl ” 和 ) =a n ” ‘( w ) = a n • < ⑷. 

i i 

于是 ， T = 邛是 P 上向量空间 F 上的线性 函数 ； N 是 n 次乘性齐次 映射; 
7V| f •是 F •到 P* 的同态. 

例1设 m 是不含平方因子的整数, F = Q(v/m) 是二次域.则 u = a + 6^/5是 
F 中元素的一般形状， a，6 € Q, 且 

G = Gal F/Q = {1，” ： a + by/m — a - by / m} y 

即 T(a + by / rh ) = 2a, 7V(a + by / m ) = a 2 - m6 2 .当 N ( u ) = a 2 + 6 2 是复数的模的平方 
时，与扩张 C/R 完全类似， m = -1. 

在我们的情形，显然 T(F) = Q. 想了解；V (F_) 的情况相当困难，这是因为产生 
了不平凡的 问题: 对于什么样的有■理数 r， 方程: r 2 - my 2 = r •在 Q 中有解？ 

有关于 K 饮 N 及 KerT 的两个定理.其中最著名的是下面的 

定理3 (希尔伯特定理90, 1897年）设 F 是域 P 的循环伽罗瓦扩张， G = 

GoXF/P = { rf ),\ G \ = n . M 

Nf ( u ) = 1 ^ u £ F<=^u = v ( t )( v ) y l 对某个 veF . 

结果的一面是平凡的：若 u = v(77(v)) -1 ， 则 N ( u ) = N ( v ) • N ( rj ( v ) - l ) = N ( v ) - 
N ( v )- 1 = 1. 为了证明反过来的 一面， 我们建立关于伽罗瓦扩张的更一般的（更迟的) 
结果. 

定理4 ( 施派泽 （ Speiser )) 设 F 是域尸的有限维伽罗瓦扩张， G = GalF/P. 
设 （ ^义是 G 到 F 的映射，它满足条件 

% = C (〜 W K eG . 


则存在 F 使 


= w(/x(i;)) 一 1 V^x G G. 
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证明因为~ # 0,而自同构 M € G 在 F 上线性无关，所以存在元素 使 

v == Y ^ u M w ) ^ 0- 

m€G 

于是对任何€ G ， 有 

CM = EcOvKOi ) ㈣ =^ u Cm u ~ 1 ( C / x)H 

= uf 1 : = vwf 1 - 

因此，沁 = v ( C ( t；))-l 口 

希尔伯特定理的证明设 uefW (1i) = 1 .我们命 

tx” := 以 ， Urji : ⑷ 7 ； 2 (tx)."T^ _1 (ti )， 1 彡 i 彡 n. 

则当 i + j < n 时，我们将有 

〜 V 0 v ) = UT ]( u ) • . • VH • • * = U ^ j . 

当 i + j > n 时，同样的关系式也成立，这是因为 u 】 = u 7 n = N { u ) = 1. 因此，对于 
G =〈77〉，定理 4 的条件被满足，由此推出存在元索 t ;， 它有所需要的性质 w = u ,= 

w ^ r 1 . □ 

已被证明了的定理有加法型的类似结果. 

定理5 (施派泽）设 F ， P ， G 和乘法型定理4中的一样，并设 — F 
的映射，它满足条件 

d <n = dc + CK ) VC ,/ i € G . 

则存在 C e F , 使 

= c - m ( c ), neG . 

证明我们看到过，存在 u e F 使 T ( u ) # 0 .命 

c = r ( u )- 1 53 d M / i ( u ). 

M 

则 

c - C ( c ) = T(uY 1 5^[ d M / x ( u ) - CKJ • Cm ⑽ • 

= 了⑷ - 1 [{勾 /x ⑻ + d c • C / x ( u ) - d Cfi . C / i ( u )] 

=^( u ) = = d ^ T { u )- l T ( u ) = d c . 


元素 （e G 是任意的. 


□ 
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现在设 G = | G | = n ， 并假定元素 deF 使 T ( d ) = 0.命 

dj , := d , drji := d + 7}( d ) + ••• + r / 1 一 1 ⑷， 1 彡 i 彡 n . 

则正如希尔伯特定理在范数的情形一样，有加法型施派泽定理的结论.事实上， 


屯== d + t )( d ) + …+ v n ~\ d ) = T ( d ) = 0. 

因此,对于任意 i ， j ， 有 

= d i … =d + 7/(d) + ". + ” l_l +” 1 [d + ”(d) + ." + V-Vd)] = 今 ‘ +# (d 中）， 

即 ‘ =A + C (‘)， VC，/x € G， 并根据定理5, 有‘ =c — /x(c),/i€G. 于是，下面的 
定理 6 成立. 

定理6 ( 加法型希尔伯特定理 90) 设 F/P 是 n 次循环扩张，其伽罗瓦群 
Gal F / P = ( r]),d € F 的迹为 0. 則存在 ceF^d = c - r ]( c ). 

4. 循环扩张现在我们将希尔伯特定理90及其加法型应用于最简型扩张. 

争 

定理7设 P 含有1的 n 个不相同的 n 次根.下面的断言成立 • 

1) 设 F/ 尸是 n 维循环扩张•則 F = P(ti), 其中 W e R 

2) 设- a e P [ X ] 且 tx 是多项式X" - a 的某个根，則 P ( u )/ P 是 m 次循环 
扩张， m\n 且 

证明 1) 由定理的条件推出，域 P 的特征和 n 互素.设 C G = 1, f 一 M < 
n , V 是伽罗瓦群的生成元.根据条件有 77*(0 = C, 0 < i < n-l, 于是 N ^(0 = C n = 1 - 
因此，根据定理3,存在 u G F 使 C = u / V ( u ). 在这种情形， 77(u) = 且 V ( u n ) = 
v ( u) n = (C _1 w) n = U n y 由此推出 u n = ae P . 此夕卜， T7(u) = C _1 u ==^ 十⑼ =C _i w, 
于是元素 TZ 的 Gal F/P- 轨道含有 n 个不相同的 元素. 因此，元素 u 在 P 上的极小 
多项式有次数 n 且 F = P(u). 

2) 反之，设 ae 是1的 n 次本原根•因为 (C»u) n = a,i = 0,l,.. ,n- 

1，所以多项式 X n - a 的全部根都在 P(u) 中，即 P(u) 在 P 上是正规的. 

命 G = Gal P { u )/ P . 若 t ; € G ，贝 lj ( j ]( u)) n = a, 由此推出 7y(u) = (: iM u . 不难验 
证，映射 ry h C ⑻是 G 到群 〈0 中的单 同态. 但循环群的每一个子群都是循环群， 
因此 G 是循环群,并且若 |G| = m ，则 m|n. 命 G = <a〉， 我们看出 C i(<7) = C n/m 将是 
1的 m 次本原根.最后， 


于是 


a (u m ) = (a(u)r = (C n/ 〜) 


=u 


□ 
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推论 设 a # 6 m 对于不管怎样的 m | n ， m 参 l，fc e P , 并设和以前一样， t/; n = 
1 => 切 e 則 G = Ga . l ( X n 一 a ) 是 n 阶群. 

证明设 t/ n - a = 0.贝 lj n W ⑼€尸.但 ” ( u ) = C i (7?) u , 而因为1的全部 n 次根 

rjeG 

都在 P 上，所以 n rj ( u ) = xiru } G ^ G P => v } G ^ 6 P . 由此推出 a = u n = ，其 

中 d = n /\ C \. 根据条件（若命 6 = u ^), 这只有当 d = 1时 ， gp | G | = n 时才是可能 
的. . 口 

实际上我们证明了所有二项方程 X n -a = 0 (a € P ) ® C ^ P ( C n = l , C m ^ 1, 
0 < m < n ) 的条件下，其伽罗瓦群是循环群.在相同的假定下，上述断言的逆也成 
立.下面两个定理中提到了更奥妙的情况. 

定理 8 特征 p >0 的城 P 的每一个 p 维循环扩张 F 有形状 F = P ( o ), 其中 
c p -ce P . 

证明注意到1€尸及 7/( l ) = [ F : Pl . l = p.l = 0, 利用定理6:对某个 c€F 
有” (C) = C+ 1. 在这种情形， 17 *( c ) = c + i , 即 〈 r /》- 轨道 { c,c + 1 ,…， c + p - 1} 由 
p -= [F : P] 个元素组成.因此 ， F = P(c). 此外， 

7/(^ -c) = (T]{c)) P - T ]( c ) = (C + 1) P — (C + 1) = cP — C ， 

因此 C ^- C € P . □ 

可以赋予这个定理以更精确的形式. 

定理 9 (阿廷-施赖埃尔 （ Schreier )) 设 P 是特征为 p > 0的域，则下面的断 

言成立. 

1) 若 F/P 是 p 次循环扩张，則 F = P ( c) t 其中元素 C 满足方程- X - a = 0, 
对某个 a € P . 

2) 反之，对于给定的 ae P ， 多项氏 f ( X ) = XP - X - a 或者在 P 中有一个根 
(则其时它的全部根都在 P 中)，或者不 可约. 在后一愔形 ， F = P ( c ) 是 P 上 p 次循 
环扩张，对任意根 c : /( c ) = 0. 

证明断言 1) 等价于定理 8. 

反之，若 f ( c ) = 0,则 /(c = 0, *• = 1 ，…， p - 1，即多项式 /( X )有 p 个不相 
同的根.若根 cG P , 则也有 c + z € F . 现在假定 c g P ， 并设 f ( X )= g { X ) h { X),l < 
deg ^( X ) < p . 因为 

p-i 

i =0 

所以 g { X ) 是某一部分线性因子的乘积.设 d = deg ^( X ). X d ~ l 前面的系数是 
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一 -f z) = —dc -f j . 但是在 P 中 d _ 0 ， 因此 c e P , 这是因为 g € P [ X] y 
矛 k . 

因此， /( X ) 在 P 上不可约，而它的全部根都在 P ( C ) 中，于是扩张 P ( c ) 在 P 上 
是正规的.因为 /( X ) 没有重根,所以 P ( c ) 是伽罗瓦扩张.存在域 P ( c ) 在 P 上的自 
同构使 a(c) = C+1. 像 a*(c) = c - hi(i = 0,1, ••- , p - 1) 不相同，于是伽罗瓦群由 
幂 〆 组成，即是循环群. □ 


5. 方程可用根式解的判别法我们将假定代数方程的系数在特征为0的域 P 
中.那么，设/ € P [ X \. 

定义称扩张 F / P 是根式扩张，如果它有一个子域塔 


P = P 0 C Pi C P 2 C • • • C P r _rc P r = F , (1) 


其中 


Pi = Pi - i ( tii ), tx t n, = a » G Pi - 1 , 1 彡 i 彡 r , m G N r 

即尺由添加某个根式 ys ： 于得到. 

也称方程/( X ) = 0在 p 上可用根式解，若存在 （1) 型的根式扩张，它含有多项 
式/的全部根. 

我们看到， f 含有正规扩张，即含有分裂域，但它本身未必是正规的.这一缺陷 
是容易修正的. 


定理10每一个根式扩张可被包含在某个正规的根式扩张中. 


证明我们对塔 （1) 的高度 r 用归纳法进行证明.若 r = 1且 F = P ( uU n = 
a €尸，而 C 是1的 n 次本原根，则多项式 X n - a 的分裂域 u ) 恰好也将是正规 
的根式扩张. 

假定扩张 P r -i D P 被包含在正规的根式扩张 K 3 P 中，且 F = P r ^( u ), u n = 
ae P r - u 我们考察元素 a €巧―在尸上的极小多项式 h ( X ). 根据正规性的定义, 
多项式 h ( X ) 在域 K 上分解成线性因子的 乘积： 

HX 、 = (X - a\)(X 一 a2 ) • • • (X — a m ), a \ = a . 

设 L 是多项式 h ( X n ) 在 P 上的分裂域.因为正规扩张的交及合成恒是正规的，所 
以合成 K • L = K ((， ui ， … , u m ) 也是正规的，其中 wj 1 = aj . □ 


下面的定理11几乎同样是显然的. 

定理11正规根式扩张 F/P 的伽罗瓦群 Gal F/P 是可解群. 
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证明不失一般性，我们认为 F 是塔 （1) 确定的.现在我们对域 F 添加1的 

一个 

n = niri2 -* n r _ in r 

次本原根（，并考察塔 

Pc P ( C)c /MO C … c P r - i ( C ) C Pr ( C ) = F ( C ). (2) 

群 GalP ( C )/ P 是交换群，而塔 （2) 中其余的一串扩张根据定理 7 是循环的.基 
于伽罗瓦对应，群 G = GalF ( C )/ P 有正规列 

G > G 0 > Gi > • • > G r _i > { e }， 

其中商群 O/Go 是交换群，而其余的一串商群 GJG ^ 是循环群.根据第2章§2 
中的定理1，群 G 应该是可解群.若// = GalF ( C )/^ 则 i / <3 G (这是因为 F / P 是 
正规扩张)，从而 Gal F / P ^ G/H 也是可解群. □ 

最后，我们来到 E . 伽罗瓦的“顶尖级成就”. 

定理 12 多项式方程 /(a:) = 0 可用根式解当且仅当群 Gal(/) 是可解群. 

证明 1) 假定多项式 f ( X ) 的全部根 Ai ，…， A m (方程/⑷= 0的零点）都在 
正规根式扩张 F / 尸中.自然的包含 

PcP ( A 1 ,..., A m )cF 

意味着方程 / Or ) = 0的伽罗瓦群是可解（根据定理 11) 群 Gal F / P 的商群.因此它 
自己是可解群. 

2) 设 F 是多项式/ G P [ X ] 的分裂域.假定群 G = Gal F/P 是可解群且 

G > G \ D > G2 !>•••[> Gk-i > Gk — { c } 

是它的合成列.则正如我们知道的，合成因子 GJG ^ 将是素数阶循环群.伽罗瓦 
对应又保证了存在子域链 • 

P C Fi C F 2 C • • • C F fc _! cF k = F y 

其中每一个相继的扩张 F . + l / Ft 将是素数次循环扩张 .• 

我们对 F 添加一个1的 n = | G | 次本原根 C , 并考察子域链 

PC 尸 ( C ) C f \(0 C F 2 ( C ) C ••• C F k ^( C)C F k (0 = F ( C ). 

每一个扩张^ +1 (0/^(0也将是素数 Pi (整除 n ) 次循环扩张.根据定理7,域 
Fi + i ( C ) 是对 Fi (0 添加某个二项方程 x p « - a = 0 (a G ^(0) 的一个根得到的. 
而这已意味着 F ( C ) 是域尸的含有多项式 f ( X ) 的全部根的根式扩张，即多项式方 
程 /(a；) = 0 可用根式解. 口 
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上面举出过任意次数的而其伽罗瓦群是对称群的标准多项式/ e Z [ X ] 的例子. 
根据刚刚证明了的定理12,相应的方程 /( a :) = 0不可用根式解. 

现在我们假定多项式/ e P [ X ] (P c R ) 的根都是实数.对 P 添加实数根式的 
实数值是否就可以得到这些根？我们使问题的提法更明确些. 

定义设 L 是多项式/€尸[义1的分裂域 ， PC LCR . 称方程 /( a :) = 0 可用实 
根式解，若存在域 F ( PCLCFCR ), 它有子域链 

^ C Fi C F 2 C • • • C F m _i C F m = F , F i+ i = Fi ( ， （3) 

其中叫 € 尺，且 ♦ 是根式的实数值.域 L 在这种情形叫做域 P 的实根式扩张. 

定理 13有限正规扩张 L / P{P C L C R ) 是实根式扩张当且仅当它的伽罗瓦 
群是2-群. 

证明 1) 任意有限2-群 G 是可解群（见第2章§1中的习题 2). 现在如果 
G = Gal L/PK 

G = Go > G \ > • • • v > G n -\ D > G n = { e } 

是它的合成列，则 \ Gi / G i+l \ = 2. 伽罗瓦对应给出子域链 

P = Li ) G L \ C Z /2 C • • • C L n _i C L n = L (4) 

其中，一串扩张 

Li+i = Li (y/al) , ai 6 L t 

都是 2 次循环扩张.这已经意味着 L / P 是实根式扩张. 

2) 现在我们将从正规实根式扩张 L / P(P C L C F C R ) 出发，其中域 F 有形 
如 （3) 的子域链，且其中的是素数. 

伽罗瓦群 G = GalL /尸 是可解群，因此,在对应于群 G 的某个合成列的形如 （4) 
的子域链中，一串扩张 L t ^/ L t 将都是索数次循环扩张.不失一般性 ，可以认为 L/P 
是索数 g 次循环扩张，且 L / F m . 2 (在相反的情形可以用代替 F ). 则合成 
L • 是 4 m 上 g 次循环扩张.用 F m ^ 代替并用 L • 代替 L (然后回 
到原来的记号)，我们将问题简化为 

P C LC P ( Va ) C R , ae P , 

且 LAP 是素数 (7 次循环扩张的 情形. 所指的是， 巧 是素数 p 次根式的实数值.在 
所考察的情形，多项式 XP - a 的根中没有一个在域 P(C R ) 中，但是已知（见§ 3中 
的习题 1) 在域 P 中没有根的多项式 XP - a 在 P ( C ) 上是不可约的 （f = 1) .于是 
[ P ( V ^) ' P ]= P , 这只有当 q = P 时才是可能的.于是 L = P (^5) 是伽罗瓦扩张. 
在这种情形，不可约多项式 XP - a € P [ x ) 在 P (网 C R 中分解成线性因式的乘积. 
因为当 p 是奇数时，多项式的根不全都是实数，所以得到 结论 : p = 2. □ 
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习题 

1. 方程 

x 6 + 2 x 5 - 5 x 4 + 9 x 3 - 5 x 2 + 2 x + 1 = 0 

是否可用根式解？ 

2. 设 C 是1的5次本原根， a,6€ Q,ai 是方程 

x 5 — 5 ax 3 + 5 a 2 x — 26 = 0 

的零点.证明： 

oci = C \Jb- {- \/6 2 — a 5 yjb— y/b 2 — a 5 , 0 < t $ 4. 

3. 证明： 若域尸 (C R) 上不可约多项式 A： 3 + 9 的三个根全都是实数，则这三个根不可能 

用实根式表出. 

4. 利用元素 lx 的拉格朗日预解式 Z：(u) 可以证明§3〜§4中的一系列断言.即如果 F=P( W ) 
是域 P 的含有1的 n 次本原根 C 的 n 次循环扩张，并且如果 Gal F/P = ( a ), v e F , 则根 
据定义 

C(V) = V + C'V(V) + C"V(t；) + • • • + C -(n-D a n-l (v) 

验证： 拉格朗 H 预解式有以下 性质： 

a ) a ( C { v )) = QC [ y )\ 

b ) C ( v) n € P ; 

c) 存在元素 V € F 使 C ( y ) ^ 0. 

§6 有限群中的刚性和有理性 

在本节中伽罗瓦理论直接和特征标理论结合起来.叙述上的概略性将用指出相 
应的文献来弥补. 

1. 定义及基本定理的表述设 G 是有单位元 e 的有限群.我们在 G 中取定某 
些共轭类 M ，…，心，并命 

= «S(ACi, ••- ,Km) = {( 分 1 ， … ,9m)\9i ^ lCii9\92 -9m = e}. 

我 们在左 中分出一个子集 

5 = 5(A：i, •• - , K m ) = {(pi , ••- ,9 m ) e 5|(^i, •• - 9 g m ) = g | . 

显然， G 通过共轭作用在 J 上，也作用在 S 上. 更进一步，我们认为 Z ( G ) = e .在这 
种情形， G 在 S 上的作用是自由的.事实上， 若 gGG 使 （ gi ，…， g m ) 不动，则分与 
所有的仍可交换，从而与 G 中所有元素可交换，这是因为 ( 9 ir -,9 m ) = G . 然而这 
时夕 = e , 这是由于 Z ( G ) = e . 
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定义称共轭类组 ( tCir -, ICm ) 是 刚性的，若 5(；：! ， • •. ， A ： m ) # 0且 G 传递地 
作用在 S 上，即由于作用是自由的，|5| = \ G \. 

组 （C ，… Xm ) 叫做强刚性的，若它是刚性的且5 = 彡 （一般说， ScJ ). 

因此，若 |J| = |<S| = |G|, 则强刚性成立.现在我们看到 

卜寧 i ，…， A ： m ) ⑴ 


等于方程 

9\92 '-9 m = e， gi € 1 C { 

的解 （P?， …， A) 的 个数. 

现在设 C1(G) = {/：!,.•• ,A： r } 是有限群 G 的所有共轭类组成的集合，而 n 是它 
的指数，即群 G 的所有元素的阶的最大公因子.群 U ( Z n ) 作用在 
U ( Z n ), 并且类似地作用在 C1(G) 上. 进一步， Irr(G) = {xi,X2 ,--, Xr } 是群 G 的 
不可约复特征标的集合.我们知道，值 Xi(g) 在分圆域 r n = Q(o (C = 1) 中.因此, 
存在着群 Gair n /Q^ 在 Irr(G) 上的自然 作用. f/(Z n ) 在 C1(G) 上的作用和 
在 Irr(G) 上的作用由公式 

^(x)(g) = x(g A ) 

相联系，其中，像通常情况一样, a,(C) = C. 

定义类€ C 1( G ) 叫做 Q - 有理的（或简称有理的)，若下面等价的性质 成立： 

1) 在 c/(z n ) 的作用下，；： 不动； 

2) 每一个特征标 x € Iir(G) 在；：上所取的值在 Q 中（实际上在 Z 中). 

群 G 的共轭类组 {C|l ^ i ^ m } 是有理的， 若类中每一个 是有理的. 

有理性条件表明， 若 ge / C , 则循环群 的所有生成元都在 K 中，即都与分共 

轭.例如，在对称群&中，每一个共轭类都是有理的. 

更一般地，设 i 7 是任意域， AC = p G ,g.c.d(|(^)|,charF) = 1 .若;6 F, Vx G 
In*(G), 或者等价地， 若 fC n = Kyn , 其中 a n € Gal F(C)/F, 则称 K 是有理的. 

例 1 交错群枭有阶为1， 2 ,3,5,5的五个共轭元素类.•设 5 A ^ B 是两个阶为 
5的共轭类.若 a € 54,则 a -1 € 54而 a 2 ,a 3 e 5 B , 因此 bA , bB 不是 Q- 有理的.我 
们看到 

X (5 A ), x(5B) € Q ( V 5 )C Q(C), C 5 = 1. 

有限群 G 的共轭类组 ， A： m } 的强刚性及 Q- 有理性概念的重要性可用 
下面的基本定理来 说明. 这个定理我们权且接受下来，但不作证明 • 

定理1 (另 IJ 里 （ I \ B . Bejmifi )- 汤普森 （ J . Thompson )) 设 G 是有平凡中心 
的有限群，并有有理的强刚性组，則对某个伽罗瓦扩张 F / Q , 我们有 G 3 GalF / Q . 




如果没有有理性，则定理中的 Q 用扩张 


L = Q ( Irr ( G )) = Q( X (g) y V X € Irr ( G ); g e IC lr - ^m) = Q ( C ) 

代替. • 

当群接近于单群，且其共轭类组 {/：!,••. M 是强刚性的，在所有这些已知的 
情况下 ， m = 3. 显然，在这种情形， G 是有两个生成元的群.定理1解决了现实的任 
务： 用特征标理论的语言表述出强刚性的性质，即找出数 心，… Xm ) 的明显表 
达公式.这个公式我们即将给出，其后，我们也将考察例子. 

2. 解的计算作群上的平均并利用舒尔引理（第3章 §4) 就得到 

(X = X * 是群 G 的不可约表示少的特征标) .用屯 ( y ) 从右边来乘这个关系式并转 
移到迹，我们得到 

类似地， 

j^i XI(^2«2 'y). 

七 £ 叶 ㈣ r Wh 卜 = ^pi xiy , 

对 n 的明显的归纳给出 

i^T ( E X t m x m t m l y)= 气 (e) : (Zm) X(y). (2) 

现在设 p 是 G 上任意的中心函数（类函数)，则 

c x = ((^) g . 
x 

利用（2)，我们引人量 
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在 p = 5是狄拉克函数 (6( e ) = 1 K 6( g ) = O^g ^ e ) 的情形，我们来估计 / m (^). 
显然 

(1/| G | 乘上正则表示的特征标以后的值).于是= X ⑷ /| G |. 若々，…， x m ，2/ 是群 
G 中给定的元素，则 

’爪⑷=二， 

其中 N 、 = N ( x u … , x m , y ) 是方程 

t\x\tX x - tmXmt^y = e 

的解的个数.因此，借助（3)，我们得到 

K = |G| m / m (<J) = |G| m Y1 ^ X(ll) ' x (e) ( m m)X(V) 


"二 = \ Gri m ( s ) = icr 

一 11 ~~• 


命 2/ = e ， 我们得到公式 

N m = N( Xl ， … ,x m _ 1 ,x m ) = KT *- 1 [ — ⑷ 

设 A ，…， A ： m 是具有代表的共辆类，并设 q 是心中元素的中心 
化子的阶，则回想起 （1), 我们得到表达式 

N ( fCi ， …， = 


应用公式 （4) 并注意到 
定理2數 N ( JC U 


= \ G \/\ Kil 我们得到下面的断言. 
yfCm ) 由公式 


，‘)=^ ••偏 1 ：^^) 


确定，其中 G = af 且 x € Irr(G). □ 

最后这个定理有各种各样的用途.例如，可以用它来计算 G 中和交错群同 
构的子群的个数.事实上， 

^5 = {x, y, z\x 2 = y 3 = 2 5 = c>. 


问题归结为找出方程 XM = e 的解的个数，其中 x ^ z 相应地属于指数为2,3和5 
的共 轭类. 同样的做法也可被应用于有类似的给定的生成元和关系式的 S 4 l A 4 , D n . 



刚性常常通过两个阶段来检验. 

1. 根据群 G f 特征标表及公式 （5) 计算 间. 

2. 通过求出 J 中所有不生成 G 的 m 元组{仍，…，计算 \ S - S \ = \ S \-\ S \; 
为此利用关于群 G 的极大子群的知识. 

命题1 下面的 恒等式 成立： 

i ) | 咖 ，…， ❾)丨= 15(^ ，…， D |, ne U ( Z n ) ; 

ii ) |5阶，…， Q)I =哪， • • • ，4)|， n € U { Z n ). 

证明第一个恒等式由公式 （5) 并结合公式 X ( g n ) = ^ n ( x )(9) 推出. 

第二个等式按以下方式对阶 | G | 用归纳法证明.对任意子群 HcG , 我们命 

5 (//) (/CiDff, •• - , AC m n//) = { ( 分 1 ， … ^ ICiOH,g x • •.g m = e 、 (g u … ^ m > = H). 

一般说， A ^ n // 不是 // 中单独一个共轭类，而是几个这种类的并集.公式 

5- S ( tCi ， •.. ， A ： m ) = y s ( H ) ( tc x nHr -, IC m nH ) 

HcG y H^G 

用来达到归纳证明. □ 

3. 刚性的例子 a ) 对称群显然 5 n (n ^ 3) 含有对应于长度为 n ，2 ，n - 1的 
循环置换的共轭类 nA ^ AX . 我们来证实二-元组 ( nA ,2 AX ) 是强刚性的. 

事实上，给定的 n - 循环置换 xen ^ l 给出集合{1，2,…， n } 的一个循环排序，即 
一个定向的 n 边形.这个 n 阶置换和一个对换的合成恰好给出一个 ( n -1) -循环罝换 
当且仅当两个被置换的顶点并列（紧靠在一 起). 于是，具有阶为 n ,2, n - 1的循环置 
换: r ， y , 2 的方程 : rp = e 的解与具有一个标出边的定向 n 边形是一一对应的.任意 
两个这样的构形可以通过 S n 中的一个置换将一个变为另一个.因此， | 及 | = | G | = n ! 
照样也有5 = 5,这是因为 [ x 、 y ， z ) = S n . 正如已经看出的，在&中每一个共轭类 
都是有理的.因此，根据定理1， 存在伽罗瓦扩张 F / Q 使 GalF / Q ^ Sn . 当然，对我 
们来说，这不是新鲜的东西（见 §4), 而只不过是新方法的一个例证. 

b ) 群 PSL ( 2 ， F p ). 当 p > 3 时， 这个群是单群（见第2章§2中的定理 4) .它 
的所有复特征标都是已知的，但是我们只限于讨论 PSL (2， F p ) 包含阶为2和3的 
共轭元素类 2 >4和中的至少一个•阶为 p 的元素类有 两个： P A yP B , 它们有代表 
元： 幂单矩阵 G 0和“ ，其中勒让德 E 号 (_) = 一 1•当 ( J ) = 一1 时， 

三元组 (2 A ,3 A , pA ) 和三元组 (2 A , pA , pB ) 的强刚性以及当 0) = -1 时，三元组 

(3 A , pA lP B ) 的强刚性可直接验得.这里，正如以前考察过的会 PSL (2 ? 5) := 
PSL (2， F 5 ) 的例子所指出的，一般说来不能指望有有理性. 

c ) 阶为504 = 2 3 • 3 2 . 7 的单群 SL (2,8) = SL (2, F 8 ). 构造它的不可约复特征标 
表是一个很好的 习题： 
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这里 


Q = —2 COS 


2 tt 

IT ’ 


= -2 cos 


47T 

T ， 


Q n = —2 cos 


87T 

y 


/3= 2 cOSy , 0’ 


2cos~ y ff' = 2 cos ^ 


根据公式 （5)， 我们有 

# 


〒 + 〒 + 〒- g + 0 + 0 + 0)=504 = SL (2,8). 


为了确信有刚性，只要证实任意三元组 ( x , y , z ) € J 生成 SL (2,8). 我们取定域 

F 8 = {0, l , A *| l ^ i ^6}, A 3 = A +1. 

应该记住 F 8 是特征为2的域且 F 〗 = 〈 A 》. 我们取矩阵 

a= (A2 + 1 A+l) fe= fA 2 + A + lA) c= ( A) 

、 A + l A + l 广 、 A + l 1;， VA 2 -fA + I l ) 

作为二兀组中的 兀素. 容易验证 a 9 = 6 9 = c 9 = e,abc = e , 矩阵 d = a 4 6 2 = 
diag(A-\A) 的幂穷尽了群 SL(2,8) 的所有对角线元素.更进一步,得到幂单矩阵 


u = 


a 2 6W =(J j), tZ = =({?)• 


且此后立即得到在布吕阿分解（见第2章§1中定理4的证明）中起着关键作用的 
元素议= • 剩下的只要得到标准博雷尔子群.但是我们略去计算中 
的细节. 


习题 

1•设 G ，// 是有限群，有强刚性的共辑类组 

机 ， … ， ACm) ， 5(d" ， 0) 
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第 5 章伽罗瓦理论初步 


证明： 这时 

S (fCi xtC'j m ) 

是 G x // 中强刚性共轭类组. 

2. 设 a 是有限群的外自同构，并设 （G ，… ，A： m ) 是 G 中刚性共轭类组. 证明： 这时存在 i 使 

^ fCi. 

3. 我们已经知道交错群 A 5 有共轭类 lA ^ A ^ SA ^ B . 证明： 三元组 

( 2A , 3A t 5A) t (24,5/1，5沒)，（34,5/1，5丑） 

都是强刚性的.由此推 出戌会 GalF/Q(N/5) 

4. 我们用 Ki ( z ) 来记有限群 G 中元素 2 表示成换位子形状的表示的个数，即方程$ = 
xyx ^ y - 1 的解的个数. 证明： 

#) = |吃齋 

更一般地，若 K ^ z ) 是方程 

2 = (xiyixi l yi l ) (X2V2X2 1 y 2 〜 1 ) … (XmJ/mX^y" 1 ) 

的解的个数，则 

心 W ， 2m USrr. 


§7 结束语 

2011年11月7日是19世纪最著名的数学家 E . 伽罗瓦 (1811-1832) 诞生200 
周年的 日子. 时至今日，伽罗瓦的思想已渗透到数学的各个不同领域，就连通常称 
之为伽罗瓦经典理论的东西，也以它自己的创新继续令人感到惊讶.在伽罗瓦以前 
所得到的关于代数方程的零散的事实被他合并起来并用群论的方法作出了极大的发 
展，虽然群论这个理论在当时还不存在.当时只有单个的群的例子及单个的最简单 
的概念（拉格朗日，高斯，柯西，阿贝尔等都提及过)，甚至连任何一种统一的术语也 
没有. 伽罗瓦所引人的可解群，单群，正规子群等概念直到现在仍是一般群论中最常 
使 用的. 不可改变的发展逻辑将伽罗瓦引向有限域（伽罗瓦域，高斯曾局部地涉及 
过）和有限域上分式线性变换群.他证明了 n 彡5时4 (交错群）的单性和 g 彡4时 
PSL (2， g ) 的单性 • 伽罗瓦关于本原置换群、素数阶可迁置换群和作为可迁置换群的 
PSL (2, (?） 的表示的次数的定理可以认为是一个半世纪以后得到的一般分类结果的典 
范. 用群论语言表述岀的素数次代数方程（系数是有理整数）可用根式解的条件以其 
完备性和优美性而显示出它的出众.而所有这些都是 E . 伽罗瓦在16岁到21岁这 
一年龄段深人细致地思考和证 明的. 在数学中作出了不可估量的贡献的 H . Weyl 说 




§7 结束语 


(见问)：“数十年来，这本经过七次出版的手稿中留下来的伽罗瓦的思想，后来对整 
个数学的发展产生越来越深远的影响.这些思想包含在伽罗瓦于一场有点傻的决斗 
中丧生的前一天写给友人的告别信中，其时他还不到21岁.根据在这封信中所表达 
出的思想的新意和深远性，这封信可能是人们手写作品中最杰出的一件.在 L . Infeld 
[13] 中，作者以浓重的笔墨动情地记述了伽罗瓦短促的谜一样的一生. 

F . 克莱因也在其卓越的史论性著作[15】中对伽罗瓦在数学中的贡献作出了总 
的估价.特别地，克莱因 写道： “不了解 1 伽罗瓦理论’就难于估计出他的成就的全部 
意义.因此，我希望尝试着用几句话来描绘出这一理论的基本构思，虽然在如此简短 
的叙述中不可能给出它的全貌.在做这件事以前，我首先想指出伽罗瓦理论作为我 
们大学中一门课程所起的独特作用.这里有一个使教和学双方同样感到惋惜的矛盾. 
一方面，为这一极富独创的发明及其深邃结果的重要性所鼓舞，广大教师特别乐于 
讲授伽罗瓦理论这门课，但另一方面，开始学习的大学生又恰恰特别难于理解这一 
方面的 内容. 在大多数情况下，令人痛惜的结果是，教师注人了爱、付出了努力，但除 
极少数例外，大多数听课的人却毫无所获.伽罗瓦理论在叙述上的特殊困难在这一 
方面也起了一定作用 

上面所说的关于伽罗瓦理论的特殊地位的见解是根深蒂固的，它引起了数论大 
师 A . Weil 的注意.他在为其自己的书的俄译本所作的序言中 写道： “曾经有过一段 
时间，伽罗瓦理论被当作是难懂的、抽象的东西，只是为一些专家们写的.不仅如此， 
我还知道一些和我同时代的卓越的数学家，他们公开承认他们对伽罗瓦理论一无所 
知，并且似乎甚至还以此为荣.现在，大家都已充分认识到这是一个基本的分支，每 
一个严肃认真的数学专业大学生应该在头几年的教育中就了解它”. 

近年来，伽罗瓦理论的逆问题引起了极大的注意，要得到它的令人满意的解答 
(哲时还没有)，需要深人数论、代数几何，自然还有群论，包括表示论在内.看来，克 
莱因所描述的情况只不过更严重罢了.同时，如果大学生一开始就把注意力集中于 
伽罗瓦理论的基本原理，这种理论不过分拘泥于技巧，但会大大提高他们的水平并 
能得到有意思的结果，那么，对于这些大学生来说,处于许多门数学学科交接处的这 
门科目应该是极其诱人的.第5章中的论述就是致力于这一目标的.伽罗瓦理论正 
问题（对于任意多项式/ € Q [ X ], 计算群 Gal (/)) 和逆问题（构造有给定伽罗瓦群的 
多项式）还将长期成为一个严肃的研究课题，更不用说，在更加完整的意义下，伽罗 
瓦理论对整个数学都具有意义了. 



附录未解决的问题 


1. 有限单群的分类实际上，这个经典问题被认为已经解决.其答 案是： 每个 
有限单群（自然地，指非素数阶循环群）同构于下列群 之一： 交错群，李型群，散在 
群.我们不讲任何定义，以免陷人细节.散在单群有26个.其中有我们在第2章序 
言中谈到的“大得出奇的 Af ” （为了纪念 g 早发现者 Norton - Fischer , 有另一个记号 
M = F ,). D . Gorenstein 在《有限单群——单群分类引论》一书中对总的情况给予 
了很好的描写 （ M : Mm P 1985). 答应给出的数千页的证明至今还没有出示，但该方 
面工作仍在积极进行.如果连这么严重的缺陷都发现不了，那么这个证明对于广大 
的数学工作者来说是不能接受的.再次想说的是，数学的力 S 在于它的统一性,谁又 
能知道，对于这些经多年努力而得出的结论用什么途径和什么方法才能够给出令人 
信服的和容易验证的论据. 

关于任意奇阶群的可解性的著名的 J . Thompson 和 W . Feit 定理 (1962) 确定 
了有限单群研究的一般方向.其证明长达杂志的255页.在其后的一些数学家的著 
作中，这个证明变得更加简洁（如 Bender H , Glauberman G , Local Analysis for the 
Odd Order Theorem , Cambridge Univ . Press , 1994)， 但是，尽管如此，也没有缩短到 
100页之内.这个问题的一个简单的重新表达方式是下面这种 形式： 假设在所给类中 
存在一个非可解群，那么我们应该得到一个等于自己换位子群的奇阶群 G . 但是如 
果 G = G '， 那么由第4章§4定理7的推论，有 关系： 

⑹ (*) 
1=1 \ t=l / j=l 

借助于特征标理论得到的关系 （*)， 在群是奇阶的情况下可以按模2简化且在特征 



附录未解决的问题 


为2的域上考虑，这时它还具有更漂亮的形式： 

n^=E^ ㈣ 

i=l j=l 

“仅仅”需要证明，关系（*)，(**)实际上对子奇阶群永远都不可能成立.要做到这一 
点仅仅用一个特征标理论的方法是不可能的. 

2. 正则自同构正如在 [BA Ij 第 4 章§ 2 所见到的，群 Aut(G) 和甚至一个元 
Aut(G) 可以作为群 G 的重要信息来源.如果 

a # e => ip(a) ^ a t 


则 p 称为正则自同构 . J . Thompson 关于具有素数 p 阶的正则自同构的群 G 的幂零 
性的重要定理导致了大量结果并刺激了人们研究群 G 的幂零类 n 的可能量的兴趣. 
当 p = 2时，群 G 是交换群，而在一般情况下被证明 （ A . Koctpmkhh, B . KpeKHMH) 
n = n ( p ) < 〆 . 而 G . Higman 猜想，是： 

当 P = 3,5 时，这个猜想是正确的，且随着计算机算出的结果，似乎当 p = 7时也正 
确.要是能够证明这个算出的结果和改善一般的估计就好了.另一个关于具有任意 
阶的正则自同构的有限群的可解性的猜想更为重要得多.对于它的证明的直接方法 
暂时还没有. 

3. 奇异李代数 是否存在无限维的李代数,其所有真子代数是一维的？如果存 
在，那么这意味着 L 由任意两个不成比例的元生成 

dim ( a , 6 )/r = 2 => L = Lie ( a , 6). 

域 F 可以认为是任意的，比如说，可以是 C . 在群论中这种奇异李代数的类似物是存 
在的： A . K ). OjibmaHCKHtt 曾构造了无限 p ~ 群，其所有真子群为 p 阶循环群（素数 
P 假定足够大). 


4. 伯恩赛德 ( Burnside ) 问题假设 F 2 = Gr ( x , y ) 是一个具有两个生成元 
x 、 y 的自由群，且设汀是所有元素 w 的 n 次幂 W 生成的正规子群.问“自 
由的” Burnside 群 B ( n ) = F 2 / F ^ 是有限的还是无限的？对于 n = 2,3,4,6回答是 
肯定的，对于所有足够大的 n 回答是否定的.不知道答案的最小数是 n = 5. 部分的 
重新表达归结如下. 

令： 


( x ， y ; l ) : = ( x ， y ) = xyx~ l y 
( x ， y;s + 1) : = (( x , y ; s ), y ). 
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是否找到那样的元 w ^ y ) 和整数 m， 使得在 F 2 中有下列关系 

m 

(x,y;6) = 

i=l 

如果不是，那 Burnside 群 5(5) 是无 限的； 如果是，那么 B(5) 将具有漂亮的恩格尔 
性质. • 

为便于理解，我们回想一下 

(x,y;l) = (x2/) 2 ( y ^ x ' l y ) 2 (y" 1 ) 2 , 

(x,y;2)= (xyx~ l y~ l x^ 1 ) 3 (xyx) 3 (x - 1 y— 1 ) 3 . 


在 B(4) 中有关 系式： 

m 

(x,y;5) = Ylwi(x,y) 4 . 

i=i 

在 1明1 年，借助于电子计算机 Havas 得到了 m = 250 的这样的关系.其后 A. B. 
Kopjiiokob, 把机器和人工计算结合起来，得到了 m = 28 的关系，而且检验容许不用 
计算 技术. 最小的 m = m(4) 如何以及对于我们感兴趣的情况 n = 5 时预计会怎样? 

5. 多项式自同构的有限群 假设 G 是所有多项式自同构群 Aut(C， 中的有限 
子群 .G 在 Aut(C n ) 中与 GL(n，C) 的一个有限子群共轭吗？对于 n = 2是正确的 
(rM3aTyjuiMHa-iIaHHJioBa 定 理). 对于 n 彡3还有一个公开问题 （Farushima Mikio, 
Tohoku Math. J. 1983, 35 (3), p.415-424). 


6. 单可约群 （或 SR-m , 按照 E . BHFHcpa 的术语). 
群，如果 


E^) 3 = Ei c ^)i 2 > 

9^G geG 


一个有限群 G 称为 SR - 


其中 /(W = Card{x € G|x 2 = g}. Srt- 群的任意两个不可约表示的张量积的展开式 
系数仅为零和单位，这对于解释某些物理问题是重要的（见 XaMepwem M., Teopun 
rpynn m ee npHMeHeHHe k (})H 3 MMecKHM npo 6 jieMaM. M.: Mwp, 1996). 任何初等交 
换 2 -群，广义四元数群 Q 2n 和任意二面体群这些例子表明，群的群类不是空集. 
我们给出某些解释.由 定义： 



= e ， b 2 = a 2(n 2> ， 6 a * = a _ i 6^ , n > 3. 


我们看到， 


^(Q2n) = {e,a 2(n - a， } 
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当 n = 3时，就得到通常的四元数群.在 G = Qy 中直接计算表明， 

^2 f(9f = (2 n ~ 1 +2) 3 -f (2 n * 2 一 1) • 2 3 

9 

=(2 n ~ 1 - 2) (2 n - 1 ) 2 +2 (2 n ) 2 + 2 71 - 1 • 4 2 = E ⑷ | 2 . 

9 

类似地，如果 G = D 2n+1 ，那么 

^/(^) 3 = (2 n + 2) 3 + 2 n - l 3 
9 

= 2 n (2 n + l ) 2 + 2 n (2 n + l ) 2 + (2 n + 1)2 2 
9 

如果 G = D 2ni 那么 

f /( P ) 3 = (2 n + 2) 3 + ( n - l ).8 

9 

= 2(2- 2 n ) 2 + (2 n - 2)(2 n ) 2 + 2 n • 4 2 = f | C G ( ff )| 2 . 

9 

不难验证，对称群 S 4 是群，但 S 5 已经不是，怎么样一般地用群 G 本身的 
结构性质的术语来表达群 G 对于 Sfl - 群类的从属关系？ 

7. 伽罗瓦逆问题还要讲一讲“伽罗瓦理论的逆问题”.这里所指的是具有给 
定伽罗瓦群的有理数域 Q 的伽罗瓦扩张的构造 . D . 希尔伯特是这方面的先驱 者：他 
的不可约性理论断言，只要实现给定的群 G 作为函数域 Q ( x ) 上扩张的伽罗瓦群就 
足够了.既然是这样,那么就会出现黎曼曲面理论的方法和代数几何的方法.下面这 
个出色的定理是后续的转折点. 

定理（沙法列维奇 （ M . P . LUa 中 apeBHM )， I9 54 年）任意有限可解群可作为 
某一正规扩域 F / Q 的伽罗瓦群. 

他的方法基本上是数论的方法. 

近年来发展的途径是刚性方法，这在第5章已被简要地叙述过，而且在很大程 
度上适用于单群或与之接近的群.刚性，起初没有运用这个术语，被 r . B . 

( M 3 b . AH CCCP . Cep . MaTCM , 1979, 43(2), 267-276) 首次有效地运用以实现大多 
数线性群和投射线性群作为域 Q 的交换扩张 L 的伽罗瓦群 Gal (£；/ L ). 具有必要根 
据的刚性和有理性的术语被 J . Thompson 在其文章 （Thompson J ， J . Algebra , 1984, 
89(2), 337-499) 中引人，在这篇文章中，他证明了，大得出奇的 A / = Gal ( F / Q ), 对于 
某些伽罗瓦扩张 F / Q . 大得出奇的 M 本身现今已可靠地进入模形式（这是由于自己 
的复不可约特征标的奇异性质）并且甚至碰到了物理的弦理论.有好几个专门的会 
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议就用于这个 Af 而召开的（例如： a ) Moonshine , the Monster , and Related Topics : 
Research Conf.，June 1994 /Eds Ch . Dong , G . Mason // Contemp . Math . — 1996 . — No 
193; b ) Groups , Difference Sets , and the Monster//Eds K . Harada , L . Sohomon et 
al . — B .， N . Y .: de Gruyter , 1996). 有理强刚性的性质在书 [37-39,41] 中被详细讨论. 
越来越新的典型单群作为域 Q 上扩张的伽罗瓦群得到了实现.但遗憾的是，远非所 
有单群都具有有理刚性的性质.例如， PSL (2,29 2 ) 就不具备这个性质，虽然众所周 
知，这个群是 Q 上的伽罗瓦群，而且，阶为 

分 2 0?-1)，（9 2 + 1 )， q = 2 2n+1 


的 Suzuki 群 Sz ( g ) 也不具有有理刚性的性质，也不清楚至少对于充分大的 n ， 它们 
是否是 Q 上的伽罗瓦群.值得指出的是， S Z ~) 在单群描写中占有特殊的地位，因为 
只有它们的阶不被3整除. 

伽罗瓦的正问题和其逆问题就下面两方面来说是非常困 难的： 对于一个给定的 
多项式/ G Q [ x ], 算出 Gal (/); 或反过来，对于一个给定的伽罗瓦群 G , 甚至对于较 
小的 deg / 且 | G | 可以由具备计算机的人们人为地放大，来寻找相应的多项式.这方 
面的工作反映在书 [37] 中.值得一试的是利用直接计算来 证明： 

Gal ( x 7 -7 x + 3)^ PSL (2,7). 


困难的原因是因为在某种程度上都是以范德瓦尔登证明的下列事实 （1933 年）为前 
提： “几乎所有” n 次多项式有 &作为 自己的 Q 上的伽罗瓦群. 

伽罗瓦的逆问题既在我们所熟悉的范围，又在其它数学理论中广泛出现，例如， 
在伽罗瓦的微分理论中，这时的代数方程 /( a :) = 0,比方说，由系数属于 C ( z ) 的常 
微分方程所代替.这里所述问题的详细讨论见： Bourbaki 的讨论班的 报告 ： Van Der 
Put M.，Recent work on differential Galois theory , // Seminaire N . Bourbaki , June 
1998, Exp . 849. 



习题的答案与提示 


字号码 p . q . r 表示第 p 章 § q 习題 r . 

1.1.3. Q s 同构于这些矩阵的群. 

1.1.4. 不能. 

1.2.1. 首先 G 对// 进行左陪集分解，然后再按同样的代表元进行右陪集分解. 

1.3.1. 取//作为点1 € 0的稳定子群利用分解式 （3) 且令= 9 i Gi . 

1.3.3. 将注意力转到群 P 的所有形为 g = 的元，其中 

/I 1 0\ (\ 0 0\ (\ 0 1\ 

>1= 010 ,B= 011 ， C= 0 10; 

\0 0 1 / \0 0 1 / \0 0 

如果以 Z (尸)，那么 Cp ( g ) = { g ) Z ( G ) y \ Gp ( g )\^ p 2 . 

1.3.4. 如果 CT € 且 7 T = 7 Ti … 7 T m ，那么 

ana~ l = a^\c~ x • • • a7r m cr~ l ; 

进一步，对于任意长度为 A : 的循 环置换 （“，&，••• ， i fc )， 有 

( j ( iii 2-- ik )( y~ l = ( a ( ii ) a ( t 2 )---( r ( i / c )). 

1.3.8. 在和式 ZN ( g ) 中每个元 xen 被计算 I 汾 ( a :)| 次，于是，与 x 属于同 
一轨道的元属于 E N ( g ), 等价 于说： 

(G : St { x )) x \ St ( x )\ = \ G \. 

1.3.9. 1) 如果 D ⑷是一个群，那么 e e D { a ), 于是⑽= a ^ e , 即 a 2 = e 且 
D ( a ) = C ( a ). 
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2) 如果 D ⑷是空集，那么^:⑷= C { a ) (J D ( a ) 是一个群，于是我们认为 D ( a ) 
是非空集合.注意到 a:a = a _1 x => a ~ l x~ l = x ~ l a . 因此 

x G D ( a ) x _1 6 D(a), xa = a~ x x <=> ax = xa ~ l . 

因为 C ⑷和 D ( a ) 关于逆封闭，所以集合 E ⑷亦然. 

如果 x,y € C(a), 那么 ary € C ( a ). 如果 x, z/ € D ( a) y 那么 

axy = xa~ l y = xya ， 

即 xy e C ⑷ C E ( a ). 第三种可能性 ：re e D ( a) y y e C ⑷. 在这种情形下， 

axy = xa~ l y = xya — 1 ， 

于是 xy € D { a ) C E { a ). 剩下注意到 e € C ( a ) C E ( a ). 

1.4.9. 计算 2 .阶元的个数或运用习题 8 的结果. 

1.4.12. aba = ba 2 b = ba ^ l 6 => ab 2 = aba ■ a~ l b = ba • a~ l b = 6a— 1 . aba = 
b 2 a . 由此推得 ab = ba , 从而注意到另外的关系得 6 = e. 

1.4.13. 任意 nxn 矩阵4 = (a 0 ) 可以写成列向量的形式 (a ti ) = ， 

4⑷)，定义一个映射 f •• S n — GL(n), 让 

…/ ㈨ + ㈤ ’…於))， . (*) 

这里 E ⑷ 为单位矩阵£的第 i 列. 于是， /(7T ) 是一个 nxn 矩阵，其每行和每列有 
一个元是1，其余元素是零（置换矩 阵). 容易理解， f ( n)e GL(n). 

设 a，T 是任意置换， 7T = (7T 为它们的 乘积. 由定义，在矩阵 f(a) = (a ia ) 的第 i 
行和在矩阵 /(r) = (b kl ) 的第 j 列不同于零的元分别是= 1和= 1.因 
此，对于矩阵 f(a)f(r) =(〜•)，条件％〆0等价于 条件: af 1 =汀即 i = ah = tt 丄 
而这正说明 f(a)f(r) = /(ar ). 于是/是同态. 

性质 Ker/ = e 显然，因为由 （*) 式不难发现， /( tt ) = E => n = e . 因此/是单 
同态. 

最后，行列式是自己列的一个斜对称函数，因此 det/(7r) =分（£；⑴，… ，E( n )) 是 
变量瓦⑴，… ，E (n ) 的一个斜对称函数.由 （*), 以 及由〜 的定义及&作用在夕上 
推得： 


e w det/( 7 T) = 6^9 (E ⑴ ，…， E (n) ) = (nog) ( 五⑴ ，…， £(")) 

= 夕 (£ ( 川 ， … , =det (E ⑴，…，£；⑹) 

=det E = l . 


于是， det/(7r) = e n . 
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当 n = 3时， 



/0 0 1、 /0 1 0\ 

(123) h 1 0 0 , (132) h 0 0 1 . 

\0 1 0/ \1 0 0/ 

2.2.3. 群 S 4 无中心，而 SL (2,3) 有阶为2的中心.是的，群儿 j 与 PSL (2,3) 
同构. 

2.2.4. 阶为 pq(p < q ) 的群 G —定有一个正规的西罗 q - 子群, 因为％ = 
1 + kq 要整除 | G |， 而这只可能是 k = 0 . 如果 7 V p = 1，那么 G 是一个循环群.当 
AT p = l + / p = g 时，那么群 G 是非交换群 • 

2 .2.6. 最有趣的情形是 \ G \ = 30. 利用西罗定理直接验证，至少有一个西罗子 
群 G p 是正规的. 否则 ’ JV 5 = 6， AT 3 = 10, 从而得到 24 个 5 阶元和 20 个三阶元，这 
是不可能的. 

2.3.9. 应用基的相容性定理.在秩相同的情况下， 证明： ( F^ b : A ) = detC ， 其 
中 C 是由的基到的基的过渡矩阵. 

2.4.1. 假设 r t = logcr ⑴.那么 r t 是 M n ( R ) 中的曲线且 a ( t ) = cxp ( r «). 如果 
r 0 = A , 那么需要证明， r t 是 m ( r ) 中经过0的直线，即 r t = m .固定纟，则有 


r [ = lim 




-r e = log 冲 + g) - log a(t) 

s * — *0 s 

log((T ⑷ ( 7 (S)) _ log a ⑴ 


因为 a 是一个单参数子群且 t + s = s + 这表明， 


r，t = ] 1?0 ^ 7 ^ = r '°- 

我们看到， r { 与 < 无关，是直线.于是, GL ( n ， R ) 的任意切向量等于某一单参数子群 
在0处的导数. 

2.5.2. HV 是李代教 L ( G ) 的一个 微分. 让 q = [( exp (⑺ )) a ，( exp (⑺ )) b ]， 则 
有： 

= lV ( exp ( tV )) a , ( exp ( tV )) b ] + [( exp ( iP )) a , V ( cxp ( tV )) b ] 

= T >[( exp ( tV))ay ( expt ( P))bj 
= Vc t . 
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但是具有初始条件 Co = [ a ， bj 的微分方程 

d ^ 
dt Ct = ^ 

有唯 一解： • 

ct = ( exp ( tP ))[ a , b ]. 

我们看到， exp ㈣ 是自同构. 

3.1.2. 是. 

3.2.1. 对 e ial e ^ 关于 f 求导数，再令 f = 0. 

3.3.1. 见第1章§2定理2的证明. 

3.3.2. 利用所有2阶元的共轭性，证明它们位于5个两两不相交的（准确地说， 
只在 e 点相交）共轭的4阶西罗子群（见图 6) 中的“一束”. 



群 I 共轭地作用在束上.这个作用是忠实的，因为 J 是单群（参见习题 1). 

3.3.3. 应用同态定理 于少： SU (2) — SO (3). 

3.3.7. 考虑运用项链数计算的结果（本章开头的问题 2). 

3.4.1. 将关系⑷和⑼重写为形式 

冏 - 1 E = 6 ” S ~^. 

在这个等式两边乘上 rp kj (h) 且关于 j 求和，注意到等式 EMh)rP jj0 (g) = ^ kjo (hg). 
在得到的关系式 ' 

中令 Jo = =纟，然后按 i 和 k 求和而转到特征标. 

3.4.3. 假设巾是一个不可约表示， ft 是 G 的一个元.由群的交换性$⑷少⑻= 
< t >{ hMg),Wg e G . 在舒尔引理中令 a = 4>(/ i ), 得到 ^>{ h ) = X h S . 这个等式对于任意 
heG 成立.对于不可约的巾只有唯一一种可能性——它是一维的. 
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3.4.5. 由条件，对于某个矩阵 S = (bij) e GL ( n ， C ) 有 B<P g B^ 1 = ^ 9 . 运算 

A -y A* = l A , 适应于 B^ g = 屯 g B 、 给出 = B^~ l y 由此得到 = 

根据舒尔引理， B*B = \S . 进一步， A = f ： |6 fci | 2 = 仲， /i e C 且 C = /x 一 1 B 

是未知的酉矩阵. _ 

3.4.6. 不限制一般性，我们认为 G 是一个矩 阵群： G C GL ( n , C ), 其中 n 是表 
示的维数 .令: 

C{G) = {M e M n (C)\MX = XMyX eG} 

为群 G 在 MJC ) 中的中心化子.显然， C ( G ) 是包含 Z ( G ) 中的 子环. 由舒尔引理， 
C(G) 中每个不同于零的矩阵非退化.于是， C(G) 是一个体.它的中心 K 是一个域 
且 Z(G) C K. 于是， Z(G) 是域尺 的乘法群的有限子群. 正如在 [BA I ]中所知道的, 
这样的子群总是循环的. 

3.4.7. 习题解答简述.只要注意到 

« 

X*(ff) = tT^g = txCg 龟 gC : 1 = g = X 屮 ⑷， W € G ， 

即表示和*的特征标相等.现在只需要利用定理2的推论. 

3.5.2. 由 a r ( X iX2 ) = a T ( XiK ( X2 ) 推得 a T 是群 i 的特征标•因为 （ aa '^ = 
a T ( a /) T ， 所以7■是>1到 A 的同态.又 

Kerr = {a 6 A\a T (x) = X ( a ) = l,Vx e A} Kerr = e , 

而 | i | = | i 4| = M|=>*r 是 同构. 

3.5.7. 5，1，一1，0,0. 

3.6.2. 比较维数，得到直和空间的展开式 

Pm = ㊉(X 2 + 2/ 2 + 2 2 )i/ m _ 2 ® (Z 2 + y 2 + Z 2 ) 2 // m _ 4 ㊉… 

3.6.4. 由于 SO (3) 是单群， r 的非平凡性意味着 T 是忠实2维表示.但是， 
正如§5第4节例3所看到的或者由 SU (2) 中有限子群的描写（见 §3), 就连限制 
r | 0 ,0^5 4 不可能是忠实的. 

4.1.1. 显終， J 是 QmW 的真理想.若 c / d 癸則 c 赛 pZ ， 从而 d/c € Q m ( Z ). 
这表明 c ； 哪怕添加一个元素 c / d 得到的每一个理想都含有 1 = c/d © d/c , 从而和 
Qm ( Z ) —致 • 

4.2.8. 在城 F p 的代数闭包 n p 中考虑1的一个8次本原根 a . 因为 a 4 = -1， 
所以 a 2 + a _ 2 = 0,此外， a 5 = - a , a -5 = 一 a — 1 ， 由此得到 a 5 + a ~ 5 = ~(a + a _1 ). 
命 /? = a + a "" 1 , 我们将有 /? 2 = a 2 + a - 2 + 2 = 2, 于是 

P= 土 l ( mod 8) => ^ = a p + a*~ p = a + a -1 1 

= p p - X = (/j2j(p-l)/2 = 2 (p-D/2 ^ (?) = 1. 



类似地， 
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p= 土 5(mod8) => = a p + Q~ p = q 5 + cT 5 = — (a + a " 1 ) 

= -(3=>-l= 0P- 1 = 2(p — D/ 2 # ( 爹） = 一 1. 


4.2.9. 若 n = 1 且 f ( x ) = 〆 0,则 


/( 工 y ) = = /( x )/( y ) = f ( x ) 


S4 


其中 A2 /是独立变量 . 前面系数的相等表明，= /( x ) a m , 从而 f ( x ) = x m . 
现在若在一般情形命 g ( x ) = /( x . E )， 则 g ( xy ) = g ( x ) g ( y ). 由此并由于当 n = 1时 
断言正确，得到 g ( x ) = x \ 因为 AJT v = ( det ；0.£； ，所以 

/( X )/( X V ) = f {{ detX ) E ) = g ( detX ) = ( detX ) a . 


但是 /(X) ， /(X V ) 和 detA ■是 Xijil ^ ij ^ n) 的多项式，并且 detX 是不可约的 
(见丨 BA Ij 第5章§3习題 7). 根据关于任意多个变量的多项式环是唯一因子分解整 
环的定理4, f ( X ) = c ( detxr , 其中 c 是常教，并且 /( XV ) = /( X ) f ( Y ) => c 2 = c , 
而因为 c 一 0,所以 c = 1. 

4.4.2. 显然， (1,0) A / ㊉ 乂別双边单位元.命 e = (0,1). 根据定义 e 2 = -1. 
因为 （ a :，0 ) e = (0， x )， 所以当将元素 xe A 和元素 （ a :，0) € >1 ㊉>1 等同起来时，我们 
得到表达式 （ z ， y ) = z + ye . 在 i 4®^4 中的共 板运算 由公式 （ x ， y ) = ( x , — y ) 给出，即 
x-\-ye = x - ye . 现在若 a = x ye^b = u + ve , S'J 


ab = xu - {- ( ye)u - f - x ( ve ) 4 - ( ye )( ve ) = ux — u ( ye ) — ( ve)x - f - ( ve )( ye ) = 6 a . 


因此，共轭运算的定义是合理的.直接验得 性质: 


ea = ae , a ( be ) = (6 a ) e . 

所有这些表明，如果4上的共轭运算不是恒等的，則代數>1的双倍是非交换的.若 
原有的代数4是非交换的，則其双倍是非结合的.交换的和结合的代数>1的双倍是 
结合的.特别地，这些注解指出，八维凯莱代数 Ca 是非结合的. 

4.4.5. 不能.根据定理4,任意两个阶數相同的交换群在 C 上的群代數的结构 
是一样的.当有群环的同构 ( Z [ G ] ^ Z [ H }) 9 t , 产生了更精细的问題. 

4.4.6. 利用定理3的推论： (^> g \g GG ) = M n { C ). 得到结论，对任何 矩阵； f € 
M n ( C ) 都有 tr ( CX ) = 0,即 C = 0. 

5.1.4. 考虑多项式- a 的分裂域 F . 设0 e F 是一个使 a =奸且 XP - a = 
(X - ey 的根.现在若- a = u (； Ot ;( X )， 其中 u ( X ) 是 P 上次数为正数 m < p 的 



习题的答案与提示 


• 229 . 


标准多项式，则由于 F ( X ) 是唯一的因子分解环，应该有等式 u ( X ) = 特 

别地， 

5.1.5. 根据前面的习题，只需证实不可能有等式 



其中 9i heZ p [Y]. 

5.2.1. 根据 （8)，- 1 = ntPO . 因此 

e\d 

x n ^\=( x d -\) n ^ w =( x d - i )$ n ( x ) n < i> s (xy 

3 \ n -, a^d s \ n \ a ^ d,n * 

余下的只要引用 (10). 

5.2.2. 因为 ^> n ( X ) = U(X - e )， 其中 e 跑遍本原根，所以当 n > 1时所有的 e 
都不等于1,因此，在复数平面上从点 g 到任意一个 e 的距离都大于从 g 到1的距 
离•于是 \^ n ( q )\ = n (9 一 e)>g - 1,且 分一1 不被 ^ n ( q ) 整除 • 

5.2.7. 转到方程 a : 2 + y 2 - / = 0,其中 a :, y ， 2 € F p . 根据谢瓦莱定理（见 [BA 
I ]第 6 章§1中的习題4)，这个方程的解的总數； V 被 p 整除•设使:的解不 
存在. 则分别考虑两种情况来计算 AT . 若不存在 a € F p 使 a 2 + 1 = 0,则解将仅是 

(0, 0, 0), (0, n, ±n), (n, 0, ±n), n= 1,2,… ， p- 1 ， 

因此 AT = 4p - 3 e 0(modp) =► p = 3. 若对某个 a € F p ， 有 a 2 + 1 = 0,则 
N = 6p —5 = 0(modp) => p = 5. 

5.2.8. —般来说，不是的. 

5.3.2. a) A 5 ; b) 53 ； c ) 53 ； d) Z 4 ; e ) D 4 . 

5.3.1. 在域 P(C) 上， C p = 1，多项式 XP-ae P [ X ) 或不可约，或可分解成线性 
因式的乘积（其时它的所有的根都是尸(0中).假定后一种情形成立并假定 w 是根 
当中的一个.根据定理 4 , F / P 将是任何 F/Pc P ( Q / P 的伽罗瓦扩张.特别地，元 
素 tx 的极小多项式 / u 在 P ( u ) 中分解成线性因式之积.假定 u 多 P， 则 deg/ u > 2,我 
们考虑它的另外一个根 v ^ u . 則可选取本原根 c = u/v e 尸⑻且 P ( u ) = P(c). ii 
表明，若 XL a 在域 p 中没有根，则它的所有不可约因式的次數都是 [p(c) : P]， 即 
[ P (0 : P ] 整除素数 P. 但这是不可能的，这是因为 1 < [ P ( u ) : P ] = [P(0 : P] < P-1. 
因此，在 P 中没有根的多项式 XP - a 在尸 (0 上不可约. 

5.4.1. 0+1. 

5.5.3. 假定有一个根 a 可以用实根式表示，我们应该得到 结论： 对于剩下的两 
个实根久7,这也是对的，这是因为它们满足系数在域 P ( a ) 中的二次方程.根据定 
理13,我们的多项式的分裂域的伽罗瓦群的阶应该是2的幂.但它不是这样的： 3次 
不可约多项式的伽罗瓦群的阶被3整除. 
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习题的答案与提示 


5.5.4. a) 显然. 

b ) amv )) n ) = KC ⑻)广= mv)) n = W => £( t ;) e P . 

c) 作为 P 上域 F 的基可以取 （l，u，u 2 ，... ，^- 1 )•命 uj =^( u ), 并暂时 假定： 

_ = <+ r^i + • • • + r (n_1) <-i = 0 , 

其中 i = 0，l,...，n- 1. 在这种情形，矩阵 （uj)(0 彡 i < j •彡 n - 1) 的行将是线性相 
关的，而它的行列式 det(g) = n (叫-叫）将等 于零. 但这不可能，这是因为所有元 

素 • * * ,^n-l 是两两不相同的. 

5.6.2. 事实上，假定相反.則(夕1，".，分 m) € 5 => (agu … , crg m ) € 5 •因为 
0 通过共轭在 S 上的作用是可迁的，所以存在 g e G 使得吻= ggig - 1 ，別 •但 
〈夕1， • • • )9 m ) — Gj 从而 a 是内自同构，与假定 相违. 

5.6.3. 为了证明所指出的三元组的强刚性，最简单的是利用公式 （5) 及我们已 
知的不可约的复特征标表 


■ 

MZM 

wm 



K23 


mm 

mm 

wm 

n 

n 

■ 

mm 

D 

■■ 

mm 

■a 

■ 

mm 

ea 

mm 

MM 

a 

K9 

mm 

n 


■a 

mm 

wm 

wm 

mm 

El 

■■ 

■■ 


在每一种情形计算势 | 司，这里 A = (1 + v /5)/2, A / = (1 - x /5) /2. 计算 结果: 


\S(2A 1 3A,5A)\ = ——(1 -f 0 + 0 + 0 + 0) = 60, 

4 • o • 5 


I 彡 (24, 54, 5 S ) 卜 
|« S (3^ i , 5> l ,5 B )| = 



也容易验证 ，彡 中的任意三元组生成 4 5 . 

5.6.4. 明显的说 明： K x {z) 是整数，因此 K^) = A ： i( 2 );/C, 是中心 函数. 更进 
一步，像课文中一样论证，即根据舒尔引理，我们有等式 

^' P i ( x2 / x - 1 ) = Ai £, 

其中 A 是有特征标 A 的表示 ，K = Xi(y)/Xi(e ). 由方程 

jir XI = XiMy - 1 、 . 

丨丨 XGG 


习题的答案与提示 


转向迹并对 y 求和，利用正交关系，我们得到 

bf I Xi (9 s ) = ^) E Xi(y)xM = J^y- 
(9 s 是写成换位子形状的共耗类的代表).用 W 来乘并对 i 求和： 

•T m. 0 ' 1 • • • 

••••*- T 〆 -v • 4 

< : V .； •，” — • • 

心⑷ k?l 自 Xt(^)xiW = |G|J]^|. 
但是在等式左端有 K x ( z ) y 这是因为若，則 

r 

油，) Xi (2) = 0 ， 

i=l 

而在相反情形則是 \ c ( z )\. 因此， 

现在或多或少弄清了是怎样得到 K m ( z ) 的表达式的. 



教学法方面的意见 


因为用于 [BA Illj 的讲授和讨论的课时大少，所以只好以某些框架为目标，对 
于该框架尽可能地加上一些细节.这些框架就叫做教学大網，可以根据讲课人的爱 
好而扩展，总体上要适合学生的接受能力. 

凭借 1 BA II 】 第 7 幸 §1 的材料和根据几何学家的某些需要（按照他们的要求而 
引发 的)， 我们对于线性李群和与之相关的李代數（第 2 幸 §4) 之间关系的叙述是相 
当提纲式的，这因为拓扑知识的明显的不足，贺拉斯可能要不满意了…… （见丨 BA 
I ] 的前 言). 但不管怎样，对照形式“李代數—李群”，“多項式—它的伽罗瓦群”, 
“任意结合环—这个环上的模”是非常有益的，因为它们提供了代数统一性的明显 
的例证，而代數則是数学的一大领域. 

在莫斯科罗蒙诺索夫大学數学力学系，上面所说用在第三学期的代數构架已经 
使用好多 次了. 伽罗瓦理论已逐渐进入了专題讲座.实际上，第 5 幸就是为其中的这 
样一个讲座而写的，而且这个讲座有效地运用了特征标理论. 





考试题 （没有特征标理论) 


1 . 陪集分解和拉格朗日定理. 

2 . 循环群的子群. 

3. 商群的构造和群同态的基本定理. 

4. 第一同构 定理. 

5. 群的换位子群和交换商群的定理. 

6 . 中心和关于中心的商群定理 

7. 可解群的概念.有限 p 群， S 3 和 S 4 的可解性. 

8 . 直积的同态像定理.例子. 

9. 群的 作用： 点的稳定化子，轨道的长. 

10 . 共梃作用. 共 耗类. 关于有限尸群的中心的定理 • 

11 . 第一西罗定理（存在 性). 

12 . 第二西罗定理（共扼性). 

13. 单群 A 5 . 

14. 单群 SO (3). 

15. 有限生成无挠自由交换群.秩的概念. 

16. 有限秩的自由交换群和它的子群的相容基的存在性定理. 

17. 作为相容基定理的推论的有限生成交换群的结构定理. 

18. 有限交换尸群的结构定理的直接证明. 

19. 有限交换群的基本 定理： 不变因子，初等因子，例子. 

20 . 等价的矩阵集合.舒尔引理和它的推论. 

21 . 具有有限中心的不可约矩阵群的定理. 



(没有特征标理论) 


22 . 有限矩阵群的完全不可约性的 Maschke 定理. 

23. 域 C 上的有限群的矩阵表示.例子. 

24. 表示理论的几何语言.线性表示的例子.过渡到矩阵表示. 

25. 每个非交换有限群有在任意零特征域上的维數> 1的不可约表示. 

26. 描述有限交换群的所有不可约复表示.对偶性定理. 

27. 有限群的一维复表示个数的定理. 、• 

28. 有限群的每个复表示等价于酉表示. 

29. n 级线性群在 n 个变量的齐次型上的作用.线性群的不变量的概念.例子. 

30. 环的理想.商环. 

31. 环的同态基本定理.主理想环. 

32. 域上 代数： 结合代数和李代數.例子.代数的同态. 

33. 多项式代数中的理想.矩阵代數的单性. 

34. 多项式代数的同态像.代數數城. 

35. 多项式的分裂域.在 Q 上和 F p 上的例子. 

36. 任意阶 q = p n 的有限域的存在. 

37. 给定阶的有限域的唯一性. 

38. 有限城的自同构. 

39. 可除代数.四元数代数. 

40. 弗罗贝尼乌斯定理. 




高等代数课程教学大纲 （第三 学期;1咖年) 


1 . 元素的阶和循环群的阶.同阶的循环群的同构.獮环群的子游的全部描写. 

2 . 群关于它的子群的左（右）陪集的并的 分解. 拉格朗日定理和它的推论 （2 小 

时). 

3. 正规子群.商群.同态定理和有关同构.群的直积 （5 小时). 

4. 群的 作用. 轨道和穂定化子.共耗元素类和群的中心.例：和 > l n (2 小时). 

5. 单群的概念.单群 >4 n ,n > 4和 S 0(3) (2 小时). 

6 . 西罗定理 （2 小时). 

7. 有限秩的自由交换群和它们的子群.周期交换群.有限生成交换群的结构 （4 
小时). 

8 . 环，代数，商 代数. 多项式在域中的根.多项式的分裂城.有限域 （5 小时). 

9. 可除代数.四元数代数.弗罗贝尼乌斯定理 （2 小时). 

10 . 群和代数的线性表示.不变子空间.不可约和完全可约表示.矩阵实现. 
Maschke 定理.有限交換群的表示 （3 小时). 

11 . 模.舒尔引理.稠密性定理.单有限维结合代数的构造 （3 小时). 

12 . 线性李群.典型轉.李代數.切李群李代数.指數映射 （4 小时). 

课时总数为34 (在实际教学中少一些).必要时部分讲》材料拿到讨论保上. 





表示论的例证材料 


不接触特征标理论，可以做许多解释. 

问题1需要 判明： 对称群 ^ 

S3 = ( o » b | a 3 = e ,6 a = e ) bab ~ 1 = a 2 ), a = (123), 6=(12)， 

的不可约复表示（钇 V)， dim V = n > 1,精确到等价是唯一的. 

令 $( a ) =式 $(&) = B 且在 V 中选取一组基，使 S = diag (-1, …，- 1,1,-.. ,1). 
因为 Z ( S 3 ) = e , 所以 B 有 一1 和+1作为特征值.设 Sv = 显然， Az ; _ 因为 
n > 1,即切=— v 一 0. 另一方面， 

(4 2 + 4 + £)w = ( A 2 + A ^£)( A - £)v = ( A 3 - £)v = 0. 

我们断定， 〈叫 / tz ;》 是 $( G )- 不变子空间（由于不可约性，它应该等于 V 0. 事实上， 
>4-不变元被查明.又 

6 • *4?/; = B ( A 2 — A)v = (A — A 2 )Bv = (A — A 2 )v = — Aw , 

Bw = BAv — Bv = A 2 Bv — v = ( A 2 - S)v = («4 + £) w . 

于是在基 ( w ;, Aw ) 上有 

-(?=：)• -(!-；)• 

我们唯一地还原了（少, V 0. 特别地 ， n = 2. 





表示论的例证材料 
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问題2对于四元数群的同样的 问题: 有忠实不可约表示 (^ V ) 和生成£? 8 且 
满足下列关系的 V 上的算子 A,B : 

A 4 -=S, B 2 = A 2 = -£, 

BAB~ l A- 1 =-A. 

在 V 中选取一组基，相对于它有 

B = diag(i，-.. ,i ， 一 i ， ... ，一 i). 

因为企是忠实的，所以 + i 和- i 是它的特征值.设 t ; 是一个特征向量满足执;=如. 
关系 

A 2 v = B(Av) = -ABv = -i(Av) 

和 （$， V ) 的不可约性表明 ： V = 且 

表示被唯一地还原了. 

问题3交错群乂4由下列表达式定义： 

M = (a, 6, c|a 2 = 6 2 = (a, 6) = e = c 3 ;cac _1 = b^cbc" 1 = ab). 

表示 （A V ) 的忠实性和不可约性允许在 v 中选择一组基,关于它有 

c = ^c = diag(l,... ,( ， ••• ， C -1 ). 

不限制一般性，选择0 / / e K 使得 c / = c /, C / 1， C 3 = 1.如果4/ = /，那么 

Bf = CAC^f = CAC l f = f 

这矛盾于企的不可约性.于是 U = 乂/ - / 〆 0. 类似地 v = 0/ _ / = 0， t /; = 
ABf - f 弄 0. 我 们有： 

CAf = CAC~ l Cf = BC/ = CB /, 

CBf = CBC- l Cf = ABU = (: ABf, 

CABf = ACf = CAf. 

因此 Cu = ^ v,Cv = = ( u . 接下来， 

Au = —tx, 

Av = ABf -Af = (ABf 一 f) 一 （Af — f) = w-u, 

Aw = Bf — Af = v — u, Bu = >10 f — Bf ^ w — v, 

Bv = —v, Bw = Af 一 S/ = u — v. 





表示论的供 《 材料 



我们得到 dimV = 3、及味一确定的矩阵 



名词索引 


A 

阿廷引理，182 
埃尔米特矩阵，80 
埃尔米特空间，80 
埃尔米特型，80 


B 

表示 

〜的空间，71 
〜的特征标，94 
〜的维数，71 
〜的张最积，113 
〜 的 立和， 74 
不可分〜，74 
不可约〜，74 
代数的〜，148 
等价的〜，72 
对偶〜，113 
交换群的〜，103 
可约〜，74 
逆步〜，112, 113 


平凡〜，71 


群儿 I 的〜， 106 


群七的〜，108 


群 S 4 的〜， 107 


群 SU (2) 和 SO ⑶的〜，109 
商〜，74 

四元索群的〜，107 
完全 可约〜 ，75 
线性〜，71 
正 则〜， 77 
忠实〜，71 
子 〜，74 
不变最 

二次型的〜，118 
群&的〜，118 
线性群的〜，117, 120 
不变因式，58 
不可约多项式，172 
不可约分是出现的重数，85 
布吕阿分解，40 

C 

层，20 

超越元素，166 
乘法群 C /( Z n ), 134 

D 

大得出奇的 A /， 36 
戴德金-阿廷引理，193 
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名词索引 


代数，147 

〜的表示，148 
〜的双倍，160 
〜 的微分，161 
〜 >4的维数，147 
广义四元数〜，159 


希尔伯特〜，203 
中 W 剩余〜，135 
戴德金〜，193 
弗罗贝尼乌斯-施蒂克贝格 
对数，66 

多项式的分裂域，126 


交错〜，159 
结合〜，147, 159 
凯莱〜，160 
可除〜，149 
李〜，160 
群〜，152 
若尔当〜，159 
商〜 ，147 
四元数〜，6 
中心单〜，147 
子〜，147 
代数无关，198 
代数整数 ， 145 
单群，38, 218 

〜的分类，218 
第二正交关系，103 
第一同构定理，23 
第一正交关系，97 
定理 

Maschke 〜，83 
阿廷〜 ， 194 
阿廷-施赖埃尔〜，206 
別里-汤普森〜，211 
伯恩赛德〜，155, 157 
布饶尔〜，192 
狄利克雷〜, 200 
弗罗贝尼乌斯〜，149 
拉格朗 fci 〜，12 
欧拉〜，136 
沙法列维奇〜 ， 221 
施派泽〜，203, 204 
韦德伯恩〜，151 
西罗〜，42 


E 

二次互反律，138 

F 

反自同构，7 
范数，202 
分层，20 

分圆多项式，178, 186 
分圆域，178 

G 

伽罗瓦对应，184 

伽罗瓦扩张的正规基，197, 199 

伽罗瓦逆问题，221 

高斯整数，130 

根式可解，207, 209 

共轭元素，102 

共轭元索类，16 

〜组的 刚性，211 
〜组的强刚性，211 
有 理〜， 211 
关系，29 

〜的高，50 
极小〜，50 
轨道，14 

〜 的长，15 

H 

合成列，41 
合成因子，41 
环，123 

〜的理想，123 
〜 的整元素，145 
多项式〜，133 


, o6 



名词索引 
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高斯整数〜，130 
局部〜，130 
欧几里得〜，130 
商〜， 124 
剩余类〜，124 
特征标〜，114 
唯一因子分解〜，133 
整元岽〜，145 
主理想〜，131 
ft 同态〜 ，140 
环的同构定理，128 
换位子，26 

J 

角的三等分，188 
极点的亟数，87 
极小多项式，168 
极小关系，188 
结构常数，155 
结合代数 

〜的中心，147 
矩阵群中的曲线，62 


根式〜，207 
实根式〜，209 
循环〜，203 
有限〜，168 
正规 代数〜 ，183 

L 

拉普拉斯方程，68 
勒让德符号，138 
理想 

〜的和，129 
〜的积，129 
〜的交，129 
多项式 环的〜 ，125 
极大〜，132 
索〜，130 
主〜，123 
李代数，160 
李群〜，65 
奇异〜，219 
李群，60 

〜 的同构，60 


K 

可分多项式，172 
坷解群的步长，37 
可撤曲线, 62 
空间 

小变〜，74 
稳定〜，74 
空间的张 ft 积，113 
扩张 

〜的次数，167 
〜的塔，167 . 

〜的本原元索，166 
〜中元素的范数，202 
〜中元索的迹，202 
代数〜 ，168 
单〜，166 
伽罗瓦〜，183 


〜的微分，64 
线性〜，60 
零化子，141 


M 

满同态，4 
幂等元，156 
模，139 

不可约〜，142 
单〜，142 
烧 〜，141 
商〜，139 
循环〜，141 
有限生成〜，141 
忠实〜，141 
周期〜，141 
子〜，139 
自由〜，143 
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名词索引 


模理想的剩余类，124 
模同态，139 
默比乌斯反演公式，176 

N 

挠，141 • 

o 

欧几里得空间，80 
欧拉函数，178 
欧拉角，2 

P 

陪集，10 

〜的代表元，11 

Q 

切映射，64 
齐次空间，19 
切空间，63 
群，1 

〜的积，27 
〜 C /( Z n ), 138 
〜的(内)直积, 28 
〜的(外)直积, 28 
〜的基，49 
〜的幂指数，58 
〜 的周期部分，54 
变换〜，14 
初等交换〜，59 
单〜， 38 
单可约〜，220 
多项式自 同构〜 ，220 
二面体〜，31 
二兀〜 ，91 
晶体〜，109 
可解〜，37 
可迁〜，18 
空间的运动〜，19 
连续〜，19 
幂零〜，37 


商〜，22 
四元数〜，33 
四元数代数乘 法〜， 7 
特殊线性〜，2 
特征标〜，104 
拓扑〜，19 
外自同 构〜， 33 
无挠〜，49 
辛〜， 7 

由生成元和关系所定 的〜， 31 
酉〜，2 

有限定义的〜，31 
有限生成交换〜，47 
正则多 面体〜 ，88 
正交线性〜，2 
自由、 30 
自由 交换〜 ，51 
伽罗瓦〜，169, 182 
群(在集合上的）作用 
〜 的不变子空间，73 
〜的核，14 
〜的不变子集，20 
等价〜，20 
共轭〜 ，16 
平移〜，17 
忠实 的〜， 14 
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若尔当标准形，73 

S 

商群，21 
生成元，29 

群的〜，31 
自由〜，30 
舒尔引理，142 
数的平方和的分解，132 
四元数 

〜 代数，6 
共轭〜，7 



〜群， 33 
〜的范数，7 
算术级数，200 

T 

调和多项式，110 
特征标 

〜表，103 
〜环，114 
广义〜，114 
零〜，157 
体，6, 149 
同构 

G - 空间的〜，73 
分裂域的〜，170 
同态的微分，64 
同态基本定理，23 
拓扑等价，3 

W 

维特公式，181 
稳定化子，87 
无关元索系，49 
无挠交换群，49 

X 

.下中心列，37 
线性表示，8 
项链，70 

向量 

〜的权，162 
〜的权的重数，162 
切〜，62 
最高〜，163 
. 旋转的极点，86 

Y 

酉算子，80 

有限群的不可约表示，99 
〜的个数，99 
〜的维数，101 
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有限生成交换群，47 
〜的基本定理，57 
〜的结构，53 
〜 的不变置，58 
〜的初等因子，58 
〜的型，58 
域，166 

〜的代数闭包，172 
分圆〜，186 
完全〜，172 
有限〜，173 

Z 

正规化子，16 
正规基，197 
正规列，41 
正交算子，80 
正则自同构，219 
苕换 矩阵，34 
中心函数，96 
中心化子，15, 16, 142 
子表示，74 
子代数，147 
子模 

挠〜， 141 
〜 的直和，129 
由集合 T 生成的〜，140 
子集在群中的指数，12 
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挠〜， 54 
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稳 定〜， 
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42 
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自由群 

〜的秩，30 
秩为 n 的〜 ，51 
自由生成系，51 


